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Introduction
Ce cours est une initiation à la topologie algébrique, branche des mathématiques qui utilise des outils

d’algèbre pour étudier des espaces topologiques.
De quoi s’agit-il ? Une question fondamentale pour les topologues est de classifier les espaces topologiques.

On veut, par exemple, faire la liste de toutes les surfaces, à homéomorphisme près, pour savoir si deux surfaces
données sont homéomorphes.

L’idée centrale pour attaquer ce genre de question est d’associer à l’objet topologique un objet algébrique
(entier, groupe, ...) de manière qu’à deux objets topologiques homéomorphes soient associées deux objets algé-
briques isomorphes.

Un des premiers succès de la topologie algébrique (aux alentours des années 1900) a été la classification des
surfaces, qui sera démontrée dans ce cours.

Nous commencerons par introduire les principales notions de topologie générale, qui sera plus efficace pour
construire surfaces et variétés (l’analogue n-dimensionnel d’une surface) que les simples espaces métriques. En
particulier on verra comment classifier les surfaces en les considérant comme des quotients de polygones où les
côtés sont recollés selon certaines règles.

On abordera également la notion de groupe fondamental, groupe associé à un espace topologique.

Mentionnons que le problème de topologie le plus célèbre du 20e siècle, la conjecture de Poincaré, est une
question de classification. On peut l’énoncer comme suit : « une variété de dimension 3 compacte, simplement
connexe est homéomorphe à S3. » (Poincaré, 1904).

Cette conjecture à 1 million de dollars fait partie des 7 problèmes du millénaire de l’Institut Clay. Elle a été
résolue en 2002 par Grigori Perelman, par des méthodes d’analyse et de géométrie.
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1 Topologie générale
Une partie O Ă E d’un espace métrique est ouverte si

p@x P Oq pDε ą 0q Bpx, εq Ă O.

L’ensemble des ouverts de E, qu’on appelle sa topologie, est stable par union quelconque et intersection finie.
Elle contient ∅ et E. Sur un ensemble X quelconque on prend ces propriétés comme axiomes pour définir une
topologie. On peut alors définir les notions de limite, continuité, compacité, connexité, etc... en terme d’ouverts,
sans requérir de distance.

1.1 Espaces topologiques
1.1.1 Topologie

Définition 1.1.1.1 (Topologie). Une topologie sur un ensembleX est un ensemble T de parties deX vérifiant :
(i) ∅ et X sont dans T ;
(ii) une union quelconque d’éléments de T appartient à T ;
(iii) une intersection finie d’éléments de T appartient à T ;
Le couple pX, T q est un espace topologique et les éléments de T sont des ouverts.

L’axiome (iii) peut être remplacé par : l’intersection de deux éléments de T appartient à T . L’ensemble des
ouverts d’un espace métrique forme une topologie. Tout ensemble X admet des topologies : la topologie grossière
T g “ t∅, Xu ; la topologie discrète T d “ PpXq formée des parties de X. On dit qu’une topologie T 1 est plus
fine que T si T Ă T 1 (elle a plus d’ouverts). On pourra noter un espace topologique simplement X s’il n’y a
pas d’ambiguïté.

Intersection de topologies : Soit pT iqiPI une famille de topologies sur un ensemble X. On définit l’inter-
section de topologies par :

č

iPI

T i “ tU Ă X; U P T i p@i P Iqu

Proposition 1.1.1.2 (Intersection de topologies). Si pT αqαPI est une famille de topologies sur X, alors
Ş

αPI

T α est une topologie sur X.

Démonstration. Soit pT αqαPI une famille de topologies sur X. Vérifions simplement les axiomes :
‚ Comme X,∅ P T α pour tout α P I, alors X,∅ P

Ş

αPI

T α.

‚ Soit pOjqjPJ une famille d’ouverts de
Ş

αPI

T α i.e. p@j P Jq p@α P Iq Oj P T α. On a donc directement : p@α P Iq

Ť

jPJ

Oj P T α puisque les T α sont des topologies sur X, d’où
Ť

jPJ

Uj P
Ş

αPI

T α.

‚ Soit V1, . . . , Vn une famille finies d’ouverts de
Ş

αPI

T α i.e. p@k P rr1, nssq p@α P Iq Vk P T α. On a donc : p@α P Iq

n
Ş

k“1

Vk P T α, d’où
n
Ş

k“1

Vk P
Ş

αPI

T α.

On a bien montré que
Ş

αPI

T α est une topologie sur X.

Corollaire 1.1.1.3 (Topologie engendrée). Soit X un ensemble et soit A Ă PpXq. On appelle topologie
engendrée par A l’intersection T A des topologies contenant A. C’est la plus petite (pour l’inclusion) topologie
sur X contenant A.

Ses ouverts non vides sont les unions quelconques d’intersection finies d’éléments de A.

Définition 1.1.1.4. Soit pX, T q un espace topologique et soit Y Ă X. L’ensemble

T Y :“ tU X Y ; U P T u

est une topologie sur Y , appelée la topologie induite.

C’est une vérification immédiate. Lorsqu’on omettra les topologies, on dira simplement que U est ouvert
dans Y s’il est ouvert pour la topologie induite et ouvert dans X s’il appartient à la topologie de X.

Remarque 1.1.1.5. Attention ! L’ensemble Y “ r0, 1s Ă R “ X est ouvert dans Y mais pas dans X. Aussi,
r0, 1{2r est ouvert dans Y mais pas dans X. Cependant, quand Y est ouvert dans X, ses ouverts sont ouverts
dans X.
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Définition 1.1.1.6 (Topologie métrisable, séparée). Une topologie T sur X est métrisable s’il existe une
distance d sur X dont les ouverts sont ceux de T . Elle est séparée si pour tout x ‰ y dans X, il existe deux
ouverts Ux, Uy tels que

px P Uxq py P Uyq Ux X Uy “ ∅.

Une topologie métrisable est séparée car si x ‰ y, alors les boules ouvertes Ux “ Bpx, dpx, yq{2q et Uy “

Bpy, dpx, yq{2q sont disjointes. Une topologie non séparée n’est donc pas métrisable. La topologie discrète est
métrisable (en posant dpx, yq “ 1 si x ‰ y et dpx, xq “ 0) et la topologie grossière ne l’est pas si X a au moins
deux éléments car elle n’est pas séparée.

1.1.2 Notions fondamentales : fermés, voisinages, intérieur, adhérence

Définition 1.1.2.1. Une partie A d’un espace topologique X est fermée si XzA est ouverte.

Immédiatement, ∅ et X sont fermés et il résulte de

Xz
č

α

Uα “
ď

α

pXzUαq et Xz
ď

α

Uα “
č

α

pXzUαq

que l’ensemble des fermés est stable par union finie et intersection quelconque.

Exercice 1.1.2.2. Soit X un espace topologique et Y Ă X. Les fermés de Y sont les intersections de Y avec les
fermés de X.

Conséquence immédiate : si Y est fermé, ses fermés sont fermés dans X.

Définition 1.1.2.3 (Voisinages). Une partie V Ă X d’un espace topologique X est un voisinage d’un point
x P X s’il existe un ouvert U tel que x P U Ă V . On note Vx l’ensemble des voisinages de x.

Une partie de X est ouverte si et seulement si elle est voisinage de chacun de ses points. Il est clair qu’une
partie V 1 contenant V P Vx est aussi un voisinage de x et qu’une intersection finie (ou union quelconque) de
voisinages de x est un voisinage de x.

Définition 1.1.2.4 (Base de voisinages d’un point). Soit X un espace topologique et soit x P X. Une
famille W Ă Vx de voisinages de x est une base de voisinages ou système fondamental de voisinages en x si
pour tout voisinage V P Vx, il existe un voisinage W P W tel que x P W Ă V .

Dans un espace métrique, W “ tBpx, εq; ε ą 0u est une base de voisinages (ouverts) en x.

Définition 1.1.2.5 (Intérieur, adhérence, frontière). Soit X un espace topologique et soit A Ă X.
(i) Un point a P A est intérieur à A si A est voisinage de a i.e. pDO P T q a P O Ă A. L’intérieur de A est
l’ensemble des points intérieurs à A, noté IntpAq.
(ii) Un point x P X est adhérent à A si tout voisinage de x rencontre A i.e. p@V P Vxq V XA ‰ ∅. L’adhérence
de A est l’ensemble des points adhérents à A, noté A.
(iii) La frontière de A est BA “ Az IntpAq.

Proposition 1.1.2.6 (Propriétés de l’intérieur et de l’adhérence). Soit X un espace topologique et A
une partie de X.
(i) Pour U ouvert, IntpAq “

Ť

UĂA

U est un ouvert de X, c’est le plus grand contenu dans A.

(ii) Pour F fermé, A “
Ş

AĂF

F est fermé dans X, c’est le plus petit contenant A.

(iii) On a XzA “ Xz IntpAq et IntpXzAq “ XzA.
(iv) Si A Ă B, alors IntpAq Ă IntpBq et A Ă B.

Démonstration. (i) Si x P IntpAq, alors A est voisinage de x et par définition il existe U un ouvert tel que
x P U Ă A, donc x P

Ť

UĂA

U , d’où l’inclusion IntpAq Ă
Ť

UĂA

U . L’autre inclusion est évidente. Il s’ensuit que

IntpAq est une union d’ouverts donc est ouvert et que tout ouvert O Ă A vérifie O Ă IntpAq.
(ii) Soit x P A et soit F fermé contenant A. Si x R F , alors x P XzF est ouvert, donc il existe V P Vx contenu
dans XzF i.e. disjoint de F et a fortiori de A, contredisant x P A, d’où l’inclusion A Ă F puis A Ă

Ş

AĂF

F .

Réciproquement, supposons que x R A, alors il existe V P Vx disjoint de A. On peut supposer V ouvert, alors
F “ XzV est un fermé contenant A et x R F , donc x R

Ş

AĂF

F , d’où l’égalité voulue. Il s’ensuit que A est fermé
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comme intersection de fermés et clairement A Ă A.
(iii) On a les équivalences :

x P XzA ô tout voisinage de x rencontre XzA

ô il n’existe pas de voisinage de x contenu dans A
ô x R IntpAq

ô x P Xz IntpAq.

En appliquant cette égalité à B “ XzA et en prenant le complémentaire, on obtient XzB “ Xz IntpBq la
deuxième égalité.
(iv) Soit A Ă B. Si x P IntpAq, alors il existe Ux ouvert tel que x P Ux Ă A, donc x P Ux Ă B et x P IntpBq. La
partie B est un fermé et A Ă B Ă B, or A est le plus petit fermé contenant A, donc A Ă B.

Rappel. Une suite dans X est une application x : N Ñ X, notée pxnqnPN ou simplement pxnq où xn “ xpnq.

Définition 1.1.2.7. Soit X un espace topologique et soit pxnqnPN une suite de X. On dit que pxnqnPN converge
vers x P X si pour tout voisinage V de x, il existe n0 P N tel que pour tout n ě n0, on a xn P V .

Remarque 1.1.2.8. « La » limite d’une suite n’est pas forcément unique : pour la topologie grossière, une suite
quelconque converge vers tout les points ! Si la topologie est séparée, la limite est unique (exercice).

Lemme 1.1.2.9 (Critère séquentiel). Soit A une partie d’un espace topologique X et soit x P X. S’il existe
une suite pxnqnPN de A convergeant vers x, alors x P A. La réciproque est vraie si on suppose que x admet une
base de voisinages dénombrable.

Démonstration. ‚ Supposons que pxnqnPN est une suite dans A qui converge vers x dans X. Soit V un voisinage
de x dans X. Il existe N P N tel que pour tout n ě N , on a xn P V . En particulier, xN P V XA, donc V XA ‰ ∅.
‚ Réciproquement, supposons x P A. On utilise l’existence d’une base dénombrables de voisinages. Ici, Bx “

tB
`

x, 1
n

˘

; n P Ną0u est une base de voisinages de x. Soit n P Ną0, on a B
`

x, 1
n

˘

X A ‰ ∅ par hypothèse.
On choisit xn P B

`

x, 1
n

˘

X A. On a alors construit pxnqnPNą0 dans A. Vérifions que lim
nÑ`8

xn “ x. Soit V un

voisinage de x. On sait que Bx est une base, donc il existe N P Ną0 tel que B
`

x, 1
N

˘

Ă V . Pour n ě N , on a
alors xn P B

`

x, 1
n

˘

Ă B
`

x, 1
N

˘

Ă V .

Dans un espace métrique, W “
␣

B
`

x, 1
n

˘

; n P Ną0

(

est une base de voisinages dénombrable en x, donc le
critère séquentiel s’applique.

1.1.3 Bases d’une topologie

Définition 1.1.3.1 (Base de topologie). Soit T une topologie sur X et soit B Ă T . On dit que B est une
base de T si tout élément non vide de T est réunion d’éléments de B.

De manière équivalente : p@U P T q p@x P Uq pDB P Bq x P B Ă U . L’ensemble des boules ouvertes d’un
espace métrique est une base de sa topologie.

Proposition 1.1.3.2 (Caractérisation des bases). Soient X un ensemble et B Ă PpXq, alors B est la base
d’une topologie sur X si et seulement si :
(i) pour chaque x P X, il existe B P B tel que x P B ;
(ii) pour tout B1, B2 P B et x P B1 XB2, il existe B3 P B tel que x P B3 Ă B1 XB2.
La topologie dont B est la base est unique. Elle est formée de l’ensemble vide et des réunions d’éléments de B.
C’est la topologie T B engendrée par B.

On dit que B est une base de topologie. L’axiome (i) équivaut à ce que X soit réunion d’éléments de B et
(ii) à ce qu’une intersection finie d’éléments de B soit réunion d’éléments de B.

Démonstration. ‚ Soit T une topologie dont B est la base. On a X P T , donc X est réunion d’éléments de B
par définition d’une base et (i) est vérifié. Soit B1, B2 P B Ă T , alors B1 X B2 est ouvert et l’axiome (ii) suit
par définition d’une base.
‚ Soit B Ă PpXq vérifiant (i) et (ii). Considérons T Ă PpXq formé de l’ensemble vide et des réunions d’éléments
de B. Montrons que c’est une topologie, nécessairement la plus petite contenant B. On a déjà que ∅ P T par
définition et X P T par (i). Soit pUαqα une collection d’éléments de T , on doit montrer que

Ť

α
Uα P T i.e. (en

supposant Uα non vide) qu’il est réunion d’éléments de B. Par définition de T , chaque Uα est réunion d’éléments
de B, donc

Ť

α
Uα P T également. Soient U1, U2 deux éléments de T , on doit montrer que U1 X U2 P T . Soit
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x P U1 X U2, alors x P U1 P T , donc il existe B1 P B tel que x P B1 Ă U1. De même, il existe B2 P B tel que
x P B2 Ă U2. En particulier, x P B1 X B2. Par (ii), il existe Bx P B tel que x P Bx Ă B1 X B2 Ă U1 X U2 “

Ť

xPU1XU2

Bx P T . Puisque B Ă T , on a T B Ă T par définition de la topologie engendrée. Réciproquement,

tout élément U P T non vide est réunion d’éléments de B Ă T B, donc appartient à T B. On a ainsi l’égalité
T “ T B.

Exercice 1.1.3.3 (TD). Soit X un espace topologique et soit B Ă PpXq. Montrer que B est une base de la
topologie de X si et seulement si B XVx est une base de voisinages de x pour tout x P X.

Solution : Supposons que B est une base de T . Soit V P Vx. Par définition, il existe U P T tel que x P U Ă V .
Comme B est une base, il existe B P B tel que x P B Ă U Ă V , ce qui montre le sens direct. Réciproquement,
supposons que B XVx est une base de voisinages de x pour tout x P X. Soit U P T . Comme U est ouvert, il est
voisinage de chacun de ses points i.e. p@x P Uq U P Vx. Par hypothèse, il existe Vx P B XVx tel que x P Vx Ă U .
En particulier, Vx P B, ce qui conclut.

Proposition 1.1.3.4 (Description de la topologie engendrée). Soient X un ensemble et A Ă PpXq. Soit
B l’ensemble des intersections finies d’éléments de A (y compris l’intersection vide qui vaut X). L’ensemble B
est alors une base de la topologie T A engendrée par A.

Démonstration. Puisque X P B, l’axiome (i) de la proposition 1.1.3.2 est vérifiée. L’axiome (ii) est également
vérifié puisque B est stable par intersection finie : si B1 “ A1X¨ ¨ ¨XAk, et B2 “ A1

1X¨ ¨ ¨XA1
ℓ sont deux éléments

de B (les Ai et A1
j sont des éléments de A), alors clairement B1 XB2 est une intersection finie d’éléments de A,

donc B1 XB2 P B. C’est alors une base d’une topologie, la topologie engendrée T B. Toute topologie contenant
A contient les réunions d’intersections finies d’éléments de A, donc contient T B. Il s’ensuit que T A “ T B.

En résumé, T A est formée de l’ensemble vide et des réunions d’intersections finies d’éléments de A.

1.1.4 Continuité

Sur les espaces métriques, la continuité d’une application se caractérise par « l’image réciproque de tout
ouvert et un ouvert ». Sur les espaces topologiques, c’est la définition suivante.

Définition 1.1.4.1. Une application f : X Ñ Y entre deux espaces topologiques est continue si, pour tout
ouvert U de Y , l’ensemble f´1pUq est ouvert dans X.

Remarque 1.1.4.2. Si la topologie de Y est engendrée par A Ă PpY q, il suffit de vérifier que f´1pAq est ouvert
pour tout A P A. En effet, tout ouvert non vide U de Y est réunion d’intersections finies d’éléments de A.
L’union et l’intersection se comportent bien par image réciproque : pour toute famille pAiqiPI de partie de Y ,

f´1

ˆ

ď

iPI

Ai

˙

“
ď

iPI

f´1pAiq et f´1

ˆ

č

iPI

Ai

˙

“
č

iPI

f´1pAiq.

L’ensemble f´1pUq est alors réunion d’intersections finies d’éléments de tf´1pAq; A P Au, qui sont des ouverts,
donc c’est un ouvert.

Théorème 1.1.4.3 (Caractérisation de la continuité). Soient X et Y deux espaces topologiques et
f : X Ñ Y une application. Sont équivalents :
(i) L’application f est continue.
(ii) Pour toute partie A Ă X, on a fpAq Ă fpAq.
(iii) Pour tout fermé B de Y , l’ensemble f´1pBq est fermé dans X.
(iv) Pour tout x P X et pour tout voisinage V de fpxq, il existe un voisinage U de x tel que fpUq Ă V .

Démonstration. Exercice.

Définition 1.1.4.4 (Continuité en un point). On dit que f est continue au point x P X si

p@V P Vfpxqq f´1pV q P Vx .

Lemme 1.1.4.5 (Critère séquentiel). Soit X et Y deux espaces topologiques, x P X un point et f : X Ñ Y
une application. Si f est continue en x, alors pour toute suite pxnqnPN convergeant vers x, la suite pfpxnqqnPN

converge vers fpxq. La réciproque est vraie s’il existe une base dénombrable de voisinages en x.
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Démonstration. ‚ Supposons que f est continue en x. Soit pxnqnPN P X tel que xn converge vers x. Soit
W P Vfpxq. Par hypothèse, f´1pW q P Vx et comme x est une limite de pxnqnPN, il existe N P N tel que pour
tout n ě N , on a xn P f´1pW q i.e. fpxnq P W .
‚ Réciproquement, supposons que pour toute suite pxnqnPN convergeant vers x, la suite pfpxnqqnPN converge
vers fpxq. Par l’absurde, supposons que f n’est pas continue en x : il existe V P Vx tel que f´1pV q R Vx. Comme
il existe une base dénombrable pWkqkPN de voisinage, cela revient à dire que pour tout k P N, Wk Ć f´1pV q

et donc qu’il existe xk P Wk tel que xk P f´1pV q i.e. fpxkq R V . Ainsi, xk P Wk mais fpxkq R V . On a donc
montré que xk converge vers x mais que fpxkq ne converge pas vers fpxq.

Théorème 1.1.4.6 (Règles de construction d’applications continues). Soit X,Y et Z des espaces
topologiques.
(i) (fonction constante). Si l’application f : X Ñ Y ; x ÞÑ y0 avec y0 fixé est constante, alors f est continue.
(ii) (inclusion). Si A Ă X, alors l’inclusion j : A Ñ X ; x ÞÑ x est continue.
(iii) (composition). Si f : X Ñ Y et g : Y Ñ Z sont continues, alors g ˝ f : X Ñ Z est continue.
(iv) (restriction). Si A Ă X et si f : X Ñ Y est continue, alors la restriction f|A : A Ñ Y est continue.
(v) (corestriction). Si f : X Ñ Y est continue et fpXq Ă B Ă Y , alors la corestriction X Ñ B ; x ÞÑ fpxq est
continue.
(vi) (formulation locale). Si pUαqα est une famille d’ouverts recouvrant X, alors f : X Ñ Y est continue si et
seulement si les restrictions f|Uα

sont continues.
(vii) (recollement de fermés). Si A,B Ă X sont deux fermés tel que X “ A Y B, alors f : X Ñ Y est continue
si et seulement si f|A et f|B sont continues.

Démonstration. Les points (i) à (v) sont évidents.
(vi) Il suffit de voir que pour un ouvert V Ă Y , on a f´1

|Uα
pV q “ f´1pV q X Uα qui est ouvert dans X car ouvert

dans Uα par hypothèse et Uα est ouvert dans X. Ensuite, puisque X “
Ť

α
Uα, alors

f´1pV q “ f´1pV q X
ď

α

Uα “
ď

α

pf´1pV q X Uαq

est une union d’ouverts de X donc ouverte.
(vii) Soit F un fermé de Y . On a f´1pF q “ pf´1pF q X Aq Y pf´1pF q X Bq “ pf|Aq´1pF q Y pf|Bq´1pF q qui est
l’union de deux fermés de X, donc c’est un fermé.

Exercice 1.1.4.7. La propriété (vii) se généralise à un nombre fini de fermés, mais pas une infinité. Trouver un
contre-exemple.

Définition 1.1.4.8 (Homéomorphisme). Soit X et Y deux espaces topologiques. On dit qu’une application
f : X Ñ Y est ouverte si l’image par f de tout ouvert est un ouvert et qu’elle est fermée si l’image par f de
tout fermé est fermé. On dit que f est un homéomorphisme si f est bijective, continue et ouverte.

Remarque 1.1.4.9. Si f est bijective alors : « f est ouverte ô f est fermée ô f´1 est continue ». Une bijection
f est un homéomorphisme si f et f´1 sont continues.

Définition 1.1.4.10 (Plongement). Soit f : X Ñ Y une application entre espaces topologiques. On dit que f
est un plongement si sa corestriction f : X Ñ fpXq est un homéomorphisme, où fpXq est munie de la topologie
induite.

Exercice 1.1.4.11. (TD). Soit f : s ´ 3, πr Ñ R2 définie par fptq “ pt ` 1, 0q pour ´3 ă t ď 0 et fptq “

pcosptq, sinptqq pour 0 ď t ă π. Montrer que f est continue injective, que sa restriction à s ´ 3, π ´ εr est un
plongement pour tout ε ą 0 mais que f n’est pas un plongement. Qu’en est-il de la restriction de f à s ´ 2, πr ?

Solution : ‚ On va utiliser le point (vii) du théorème 1.1.4.6. On remarque que f|s´3,0r et f|r0,πr sont continue
et s ´ 3, 0rYr0, πr est un recouvrement fini de fermé, donc f est continue. L’application f est injective puisque
ses restrictions sont injectives et fps ´ 3, 0rq X fpr0, πrq “ ∅.
‚ Notons f la restriction de f à s´3, π´εr. L’application est évidemment continue injective et r´3, π´εs est com-
pact. On conclut que f est un plongement et f |s´3,π´εr est un plongement. En particulier, f |s´3,π´εr “ f|s´3,π´εr

est aussi un plongement.
‚ Montrons que f n’est pas un plongement. Pour tout voisinage V de ´2, fpV q est un voisinage de p´1, 0q dans
fps ´ 3, πrq. Si on prend V “ s ´ 5

2 ,´
3
2 r, alors fpV q “s ´ 3

2 ,´
1
2 rˆt0u, donc fpV q n’est pas un voisinage de

p´1, 0q dans fps ´ 3, πrq.

Pour conclure, on a un petit résultat bien utile :
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Lemme 1.1.4.12 (Injection continue dans un séparé). Si f : X Ñ Y est continue injective et Y est séparé,
alors X est séparé.

Démonstration. Soit x ‰ y P X, alors fpxq ‰ fpyq P Y (car f injective) peuvent être séparés par U, V Ă Y
ouverts disjoints. Par continuité de f , on a x P f´1pUq et y P f´1pV q. Les ouverts f´1pUq et f´1pV q (f est
continue) sont disjoints et séparent x et y.

1.2 Opérations sur les espaces topologiques
1.2.1 Produit

Soit pXiqiPI une famille d’ensembles (I est un ensemble quelconque). On définit l’ensemble produitX “
ś

iPI

Xi

comme l’ensemble des applications x : I Ñ
Ť

iPI

Xi telles que xpiq P Xi. Pour x P X on écrit x “ pxiq où xi “ xpiq 1.

On note pi : X Ñ Xi tel que x ÞÑ xi les projections naturelles.

Définition 1.2.1.1 (Topologie produit). Soit pXiqiPI une famille d’espaces topologiques, on appelle topologie
produit sur

ś

iPI

Xi la topologie engendrée par les p´1
i pUiq, avec i P I et Ui ouvert de Xi.

On appelle cylindre ouvert p´1
i pUiq “ tx P X; xi P Uiu “ Ui ˆ

ś

i‰j

Xj où Ui Ă Xi est ouvert. En dimension

2, on a p´1
1 pU1q “ U1 ˆX2 et p´1

2 pU2q “ X1 ˆ U2 (cf. dessin ci-dessous).
On appelle pavé ouvert une intersection finie de cylindres ouverts, donc égale à

Ş

jPJ

p´1
j pUjq “

ś

jPJ

Ujˆ
ś

iPIzJ

Xi

où J Ă I est fini.

Proposition 1.2.1.2 (Description de la topologie produit). Soit T la topologie produit sur un produit
X “

ś

iPI

Xi d’espaces topologiques.

(i) T est la topologie la moins fine (la plus petite) telle que les pi soient continues.
(ii) L’ensemble des pavés ouverts est une base de T .

Démonstration. (i) Les pi sont continues par définition de T et de la continuité. Toute topologie rendant
continues les pi contient les p´1

i pUiq donc contient T par définition de la topologie engendrée.
(ii) Découle de la proposition 1.1.3.4 : si on pose

A “
␣

p´1
i pUiq; i P I, Ui Ă Xi ouvert

(

et on a vu que la topologie T A engendrée par A a pour base les intersections finis d’éléments de A i.e. les pavés
ouverts. Ainsi, les ouverts sont les unions de pavés ouverts.

Remarque 1.2.1.3. Attention ! Un produit
ś

iPI

Ui Ă X d’ouverts Ui n’est ouvert que si c’est un pavé, i.e. si les

indices i où Ui ‰ Xi sont en nombre fini (si ce nombre est infini le produit ne contient pas de pavé donc n’est
pas ouvert).

Lorsque |I| “ n est fini, les pavés ouverts sont les U “ U1 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ Un où Ui est ouvert dans Xi.

Proposition 1.2.1.4 (Propriétés fondamentales). Soit pXiqiPI une famille d’espaces topologiques et soit
X “

ś

iPI

Xi leur produit.

(i) Les projections pi : X Ñ Xi sont ouvertes.
(ii) Si f “ pfiqiPI : Y Ñ X est une application, alors f est continue si et seulement si les composantes fi “

pi ˝ f : Y Ñ Xi sont continues (cette propriété caractérise la topologie produit).
(iii) Soit j P I et soit a P

ś

i‰j

Xi. L’application ia : Xj Ñ X ; xj ÞÑ x où xpjq “ xj et xpiq “ ai pour i ‰ j, est

un plongement.
(iv) Le produit X “

ś

iPI

Xi est séparé si et seulement si les Xi sont séparés.

Démonstration. (i) Soit U Ă X un ouvert et soit xi “ pipxq P pipUq. Soit V “
ś

iPI

Vi un pavé ouvert tel que

x P V Ă U . On a alors pipUq Ą pipV q “ Vi Q xi où Vi est ouvert, donc pipUq est ouvert.
(ii) Si f est continue, ses composantes fi “ pi ˝ f sont continues par composition. Réciproquement, supposons

1. Une application x est une fonction qui choisit un élément xi P Xi pour chaque i. L’existence d’une telle fonction si et seulement
si les Xi sont non vides est exactement l’axiome du choix. L’axiome du choix est donc équivalent au fait qu’un produit d’ensembles
non vides est un ensemble non vide.
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les fi continues et montrons que f est continue. Puisque les p´1
i pUiq engendrent la topologie produit, il suffit de

montrer que les f´1pp´1
i pUiqq sont ouverts lorsque Ui est ouvert. Ainsi, f´1pp´1

i pUiqq “ ppi˝fq´1pUiq “ f´1
i pUiq

est ouvert puisque fi est continue.
(iii) L’application est clairement injective donc bijective sur son image Xi ˆ tau Ă X. Les composantes pi ˝ ia de
ia sont soit constantes Xj Ñ Xi si i ‰ j, soit l’identité Xj Ñ Xj , donc toutes continues. Ainsi, ia est continue
par (ii). Soit Uj Ă Xj un ouvert, alors le pavé Uj ˆ

ś

i‰j

Xi est ouvert dans X et iapUjq “ Xi ˆ tau XUj ˆ
ś

i‰j

Xi

est ouvert dans Xi ˆ tau, prouvant que ia est ouverte vers son image.
(iv) Supposons X séparé. D’après (iii) chaque Xi s’injecte continûment dans X séparé, donc est séparé par le
lemme 1.1.4.12. Réciproquement, supposons les Xi séparés et soit x ‰ y P X. Il existe alors i P I tel que xi ‰ yi.
Puisque Xi est séparé, il existe deux ouverts disjoints U et V de Xi tel que xi P U et yi P V , donc p´1

i pUq et
p´1
i pV q sont deux ouverts disjoints de X contenant x et y respectivement.

Remarque 1.2.1.5. Si on avait défini la topologie produit sur X pour que tous les produits d’ouverts U “
ś

iPI

Ui

soient ouverts, alors
f´1pUq “ tx P X; fipxq P Ui p@i P Iqu “

č

iPI

f´1
i pUiq

aurait peu de chances d’être ouvert lorsque I est infini, même si les f´1
i pUiq sont ouverts. La propriété (ii) serait

fausse.

Exemple 1.2.1.6. (1) Si X est un espace topologique, on appelle cylindre sur X le produit cartésien X ˆ r0, 1s.
(2) On appelle tore de dimension n le produit Tn

“ S1 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ S1 de n copies du cercle unité S1 Ă R2.
(3) Soit Y un espace topologique, I un ensemble d’indices et posons Xi “ Y pour tout i P I. Un élément
x P

ś

iPI

Xi est exactement une application I Ñ Y et on note également
ś

iPI

Xi “ Y I .

Exercice 1.2.1.7. On peut montrer que la topologie produit sur Y I est la topologie de la convergence simple :
une suite pfnqnPN de Y I converge vers f P Y I si et seulement si les fonctions fn : I Ñ Y convergent simplement
vers f : I Ñ Y . Si I n’est pas dénombrable, cette topologie n’est pas métrisable (bien que séparée).

1.2.2 Union disjointe

Définition 1.2.2.1 (Union disjointe). Soit pXiqiPI une famille d’ensembles. Leur union disjointe est l’ensemble
ž

iPI

Xi “ tpx, iq; x P Xi, i P Iu.

Exemple 1.2.2.2. Pour X1 “ X2 “ r0, 1s, on a

r0, 1s
ž

r0, 1s “ tpx, iq; x P r0, 1s, i “ 1, 2u “ r0, 1s ˆ t1u Y r0, 1s ˆ t2u.

Chaque Xi s’injecte dans
š

iPI

Xi par l’application

ϕi : Xi Ñ
ž

iPI

Xi

xi ÞÑ pxi, iq

et ϕipXiq X ϕjpXjq “ ∅ si i ‰ j. Ainsi, X1

š

X2 “ X1 ˆ t1u Y X2 ˆ t2u et quand X1 “ X2 “ X, pour tout
x P X, on a px, 1q ‰ px, 2q, donc X

š

X est constitué de deux copies disjointes de X.

Définition 1.2.2.3 (Topologie de l’union disjointe). Soit pXiqiPI une famille d’espaces topologiques. La topologie
de l’union disjointe sur

š

iPI

Xi est

T u “

"

š

iPI

Ui; Ui ouvert de Xi

*

.

On vérifie que c’est une topologie grâce aux égalités
š

iPI

UiY
š

iPI

Vi “
š

iPI

pUiYViq et
š

iPI

UiX
š

iPI

Vi “
š

iPI

pUiXViq.

C’est la topologie la plus fine pour laquelle les ϕi sont continues. En effet, soit U “
š

iPI

Ui P T u, alors ϕ´1
i pUq “ Ui

est ouvert, donc ϕi est continue. Réciproquement, soit T une topologie sur
š

Xi rendant les ϕi continues. Soit
U P T , alors Ui :“ ϕ´1

i pUq est ouvert dans Xi pour tout i P I, donc U “
š

iPI

Ui P T u puis T Ă T u.

Exercice 1.2.2.4. Les ϕi sont des plongements.



Géométrie et Topologie, Licence 3ème année 11

1.2.3 Topologie quotient

Une relation d’équivalence sur un ensemble X est une partie R Ă X ˆX telle que :
(1) p@x P Xq px, xq P R ;
(2) p@px, yq P X ˆXq px, yq P R ô py, xq P R ;
(3) p@px, y, zq P X3q ppx, yq P R, py, zq P Rq ñ px, zq P R.
On note xR y ou x „ y si px, yq P R. La classe de x est ty P X; xR yu. L’ensemble des classes, noté X{R,
forme une partition de X et on note π : X Ñ X{R la projection canonique. On pourra noter πpxq “ x “ rxs la
classe de x.

Exercice 1.2.3.1. Soit X un ensemble et pRiqiPI une famille de relations d’équivalence sur X. L’ensemble
Ş

iPI

Ri

est alors une relation d’équivalence sur X.

La plus petite (pour l’inclusion) relation d’équivalence est l’égalité, définie par la diagonale R “ tpx, xq; x P

Xu, clairement contenue dans toute relation d’équivalence. À l’inverse, R “ X ˆ X les contient toutes. Étant
donné une partie A Ă X ˆ X, on appelle relation d’équivalence engendrée par A l’intersection des relations
d’équivalence contenant A. C’est la plus petite contenant A.

Proposition-Définition 1.2.3.2 (Topologie quotient). Soit pX, T q un espace topologique, R une relation
d’équivalence sur X et π : X Ñ X{R la projection canonique. L’ensemble

T R “ tU Ă X{R; π´1pUq P T u

est alors une topologie sur X{R, appelée topologie quotient, la plus fine rendant π continue.

Démonstration. C’est une topologie car l’union et l’intersection se comportent bien par image réciproque : étant
donné Ui Ă X{R des ouverts pour i P I i.e. tels que π´1pUiq P T et J Ă I fini, on a

π´1

ˆ

ď

iPI

Ui

˙

“
ď

iPI

π´1pUiq P T et π´1

ˆ

č

jPJ

Uj

˙

“
č

jPJ

π´1pUjq P T

donc
Ť

iPI

Ui P T R et
Ş

jPJ

Uj P T R. De plus, π´1p∅q “ ∅ et π´1pX{Rq “ X par surjectivité de π. Par définition,

π est continue pour cette topologie. Soit S une topologie sur X{R rendant π continue. Si U P S, alors π´1pUq

est ouvert, donc U P T R. Ainsi, S Ă T R.

En pratique, le quotient X{R d’un espace topologique est toujours muni de la topologie quotient.

Remarque 1.2.3.3. Attention ! L’image par π d’un ouvert de X n’est pas nécessairement un ouvert de X{R
i.e. π n’est pas nécessairement ouverte (car l’intersection se comporte mal par image directe).

Exemple 1.2.3.4. Soit A “ s0, 1rYr1, 2s “ s0, 2s Ă R muni de R engendrée par A “ A ˆ A i.e. vérifiant xR y
pour tout x, y P A ou si x “ y P R. L’ensemble πps0, 1rq “ πpAq Ă R {R a pour image réciproque A qui n’est
pas ouvert, donc πps0, 1rq n’est pas ouvert.

Définition 1.2.3.5 (Saturé). Soient X un ensemble et soit R une relation d’équivalence sur X. Le saturé par
R d’une partie et A Ă X est l’ensemble π´1pπpAqq Ă X. On dit que A est saturé s’il est égal à son saturé.

Dans l’exemple précédent, s0, 1r n’est pas saturé, sont saturé étant s0, 1rYr1, 2s. Il suit immédiatement de la
définition 1.2.3.5 que l’image directe d’un ouvert saturé est un ouvert : si U Ă X est ouvert, alors π´1pπpUqq “ U
est ouvert, donc πpUq Ă X{R est ouvert.

Définition 1.2.3.6 (Relation ouverte). On dit qu’une relation d’équivalence R sur un espace topologique
est ouverte si la projection canonique π : X Ñ X{R est ouverte (ou de façon équivalente, si le saturé par R de
tout ouvert de X est ouvert).

Lemme 1.2.3.7 (Action par homéomorphismes). Soit X un espace topologique et Γ un sous-groupe de
HomeopXq. La relation associée à l’action de Γ sur X (xR y s’il existe g P Γ tel que y “ g ¨ x) est alors ouverte.

Démonstration. Soit U Ă X un ouvert. On a alors

π´1pπpUqq “ ty P X; πpyq P πpUqu “ ty P X; pDx P Uq πpyq “ πpxqu

“ ty P X; pDg P Γq pDx P Uq y “ g ¨ xu “
ď

gPΓ

gpUq

qui est une réunion d’ouverts, donc c’est ouvert dans X, prouvant que πpUq est ouvert dans X{R.

Exemple 1.2.3.8. L’ensemble Z agissant sur R par translation k ¨ x “ x ` k induit sur R la relation xR y ô

x´ y P Z, qui est donc ouverte.
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1.2.4 Séparation

Remarque 1.2.4.1. Le quotient X{R d’un espace topologique séparé X n’est pas nécessairement séparé (ce
qui est prévisible vu qu’on identifie des points...).

Exemple 1.2.4.2. (1) Soit X “ R muni de R définie par x „ y ô x ´ y P Q. L’ensemble R {Q a alors la
topologie grossière et plus de deux éléments, donc n’est pas séparé. En effet, soit U Ă R {Q un voisinage ouvert
de rxs dans R {Q. On voit alors que π´1pUq est un voisinage ouvert de x ` Q dans R. Il existe ε ą 0 tel que
sx´ ε, x` εr Ă π´1pUq. On a alors π´1pUq Ą sx´ ε, x` εr “ R, donc U “ πpπ´1pUqq “ R {Q. De plus, R {Q
a au moins deux éléments car

“?
2
‰

“
?
2 ` Q ‰ Q “ r0s.

(2) Soit R engendrée par A ˆ A avec A “ s0, 1rYr2, 3s. On a
“

1
2

‰

“ s0, 1rYr2, 3s. L’ensemble X{R n’est pas
séparé car r0s et

“

1
2

‰

ne peuvent être séparés par des ouverts de X{R. En effet, soit U, V Ă X{R ouverts tel
que r0s P U et

“

1
2

‰

P V , alors π´1pUq est un ouvert de R contenant 0 et π´1pV q est un ouvert de R contenant
π´1

`“

1
2

‰˘

“ s0, 1rYr2, 3s. On a donc π´1pUq X π´1pV q ‰ ∅, d’où U X V ‰ ∅.

Proposition 1.2.4.3 (Critère de séparation). Soit X un espace topologique et soit R une relation d’équi-
valence sur X.
(i) L’espace X{R est séparé si et seulement si tout x ȷ y P X peuvent être séparés par des ouverts saturés.
(ii) Si R est ouverte, alors on a l’équivalence : « X{R est séparé ô R Ă X ˆX est fermé ».

Démonstration. (i) ‚ Supposons X{R séparé. Soit x, y P X tel que πpxq ‰ πpyq. Soit U, V Ă X{R des ouverts
séparant rxs de rys, alors π´1pUq et π´1pV q sont des ouverts saturés disjoints séparant x et y.
‚ Réciproquement, supposons la condition vérifiée. Soit rxs ‰ rys P X{R, soit U et V des ouverts saturés
disjoints contenant x et y respectivement. Les ensembles πpUq Q rxs et πpV q Q rys sont alors ouverts, disjoints
puisqu’aucun élément de U n’est équivalent à un élément de V .
(ii) ‚ Soit px, yq P X ˆ XzR. Par hypothèse, on a x ȷ y, donc (i) donne des ouverts saturés disjoints U et V
séparant x et y. On a alors px, yq P U ˆ V Ă X ˆXzR, prouvant que X ˆXzR est ouvert.
‚ Réciproquement, si rxs ‰ rys P X, alors px, yq P X ˆ XzR qui par hypothèse est ouvert. Il existe donc un
cube ouvert U ˆ V dans X ˆ X tel que px, yq P U ˆ V Ă X ˆ XzR. Par conséquent, U et V sont des ouverts
(pas nécessairement saturés) de X séparant x et y tels que πpUq X πpV q “ ∅. Comme π est ouverte, ce sont
des ouverts séparant rxs et rys.

1.2.5 Factorisation d’applications

Proposition 1.2.5.1 (Propriété universelle). Si X et Y sont deux espaces topologiques, R une relation
d’équivalence sur X et ϕ : X{R Ñ Y une application, alors ϕ est continue si et seulement si ϕ ˝ π est continue.

X Y

X{R

ϕ˝π

π ϕ

Démonstration. Si ϕ est continue, alors ϕ ˝ π est continue par composition. Supposons ϕ ˝ π continue et soit
U Ă Y un ouvert. L’ensemble ϕ´1pUq est alors ouvert puisque π´1pϕ´1pUqq “ pϕ ˝ πq´1pUq est ouvert dans X,
prouvant que ϕ´1pUq est ouvert dans X{R. Ainsi, ϕ est continue.

Remarque 1.2.5.2. On peut montrer que cette propriété caractérise la topologie quotient (cf. exercice de TD
sur la topologie finale).

Soit f : X Ñ Y une application entre deux ensembles et soit R une relation d’équivalence sur X. Supposons
que p@x, y P Xq xR y ñ fpxq “ fpyq. L’application f : X{R Ñ Y définie par fpπpxqq “ fpxq pour tout x P X
est alors bien définie puisque si πpxq “ πpyq, alors on a fpxq “ fpyq.

X Y

X{R

f

π f

On dit que f se « factorise » au quotient. Notons Rf la relation d’équivalence sur X définie par xRf y ô

fpxq “ fpyq, alors xR y ñ fpxq “ fpyq équivaut à R Ă Rf en tant que partie de X ˆX.

Théorème 1.2.5.3 (Factorisation canonique d’une application continue). Soient X,Y deux espaces
topologiques et R une relation d’équivalence sur X. Soit f : X Ñ Y continue telle que R Ă Rf . On a alors :
(i) f se factorise en une application continue f telle que f ˝ π “ f .
(ii) f est injective si et seulement si R “ Rf .
(iii) Si f est ouverte, alors f est ouverte et si f est fermée, alors f est fermée.
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Démonstration. (i) Évident par la propriété universelle 1.2.5.1.
(ii) On a déjà R Ă Rf et

f injective ô p@x, y P Xq fpπpxqq “ fpπpyqq ñ πpxq “ πpyq

ô p@x, y P Xq fpxq “ fpyq ñ πpxq “ πpyq

ô p@x, y P Xq xRf y ñ xR y

ô Rf Ă R .

(iii) Soit U un ouvert de X{R, alors π´1pUq est ouvert de X et fpUq “ fpπ´1pUqq est ouvert si f est ouverte.
Même argument si f est fermée.

Corollaire 1.2.5.4 (Factorisation). Soit X,Y deux espaces topologiques et f : X Ñ Y une application
continue.
(i) f se factorise en une bijection continue f : X{Rf Ñ fpXq Ă Y .
(ii) Si Y est séparé, alors X{Rf est séparé.
(iii) Si f est ouverte ou fermée, alors f est un plongement.

On obtient le diagramme commutatif suivant :

X fpXq Ă Y

X{Rf

f

π
f

Démonstration. (i) et (iii) découlent du théorème 1.2.5.3 et (ii) du lemme 1.1.4.12 puisque X{Rf s’injecte
continûment dans Y qui est séparé.

Exemple 1.2.5.5. Sur X “ r0, 1s, soit „ la relation d’équivalence engendrée par 0 „ 1. On montre que r0, 1s{ „

est homéomorphe à S1 en factorisant l’application t P r0, 1s ÞÑ fptq “ pcosp2πtq, sinp2πtqq P R2.

r0, 1s S1 Ă R2

r0, 1s{ „

f

π f

En effet, f est continue, d’image S1 et vérifie fpxq “ fpyq ô x „ y. Elle se factorise donc en une bijection
continue f : r0, 1s{ „ Ñ fpr0, 1sq “ S1. De plus, f est fermée : si U Ă r0, 1s est fermé, alors U est compact dans
r0, 1s aussi compact, d’où fpUq est compact donc fermé dans R2 et S1. D’après le corollaire 1.2.5.4, f est un
plongement i.e. un homéomorphisme sur son image S1.

Exercice 1.2.5.6. Sur r0, 1s ˆ r0, 1s, soit „ engendrée par ps, 0q „ ps, 1q et p0, tq „ p1, tq pour tous s, t P r0, 1s.
Montrer que pr0, 1s ˆ r0, 1sq{ „ est homéomorphe au tore S1 ˆ S1.

Exercice 1.2.5.7 (en TD). Démontrer que R {Z est homéomorphe à S1.

Exercice 1.2.5.8 (en TD). Soit D2
“ tz P C; |z| ď 1u et „ la relation d’équivalence sur D2 engendrée par

x „ y pour tous x, y P S1 “ B D2. Montrer que D2
{ „ est homéomorphe à S2.

1.2.6 Exemples : cône, suspension, recollement, somme pointée

La topologie quotient permet de nombreuses constructions d’espaces topologiques.

Définition 1.2.6.1 (Cône). Soit X un espace topologique. On appelle cône sur X le quotient

CpXq “ pX ˆ r0, 1sq{ „

où „ est engendrée par px, 1q „ px1, 1q pour tous x, x1 P X. L’image de X ˆ t1u est le sommet du cône.

Exercice 1.2.6.2. L’application X Ñ CpXq ; x ÞÑ rpx, 0qs est un plongement (permettant d’identifier X avec la
base du cône). Si X et Y sont homéomorphes, alors CpXq et CpY q sont homéomorphes.

Définition 1.2.6.3 (Suspension). Soit X un espace topologique. On appelle suspension de X l’espace topolo-
gique quotient

SpXq “ pX ˆ r´1, 1sq{ „

où „ est engendrée par px, 1q „ px1, 1q et px,´1q „ px1,´1q pour tous x, x1 P X.
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Exercice 1.2.6.4. L’application X Ñ SpXq ; x ÞÑ rpx, 0qs est un plongement. Si X et Y sont homéomorphes,
alors SpXq et SpY q sont homéomorphes.

Exercice 1.2.6.5 (en TD). Le cône CpSnq est homéomorphe à Bn`1 et SpSnq est homéomorphe à Sn`1.

Définition 1.2.6.6 (Recollement). Soient X,Y deux espaces topologiques, A une partie de X, B une partie
de Y et f : A Ñ B continue. Le recollement de X sur Y par f est l’espace topologique quotient

X
ž

f

Y “
`

X
ž

Y
˘

{ „

où „ est la relation d’équivalence engendrée par a „ fpaq pour tout a P A.

Exercice 1.2.6.7. Soit X “ Y “ D2
“ tz P C; |z| ď 1u, A “ S1 “ B D2 et f “ Id|S1 . Montrer que X

š

f

Y est

homéomorphe à S2.

Définition 1.2.6.8 (Somme pointée). Soit pXi, xiqiPI une famille d’espaces topologiques pointés pxi P Xiq. La
somme pointée de cette famille est l’espace topologique quotient

ł

iPI

pXi, xiq “

ˆ

ž

iPI

Xi

˙

{ „

où „ est la relation d’équivalence engendrée par pxi, iq „ pxj , jq pour tous i, j P I.

Il est clair que l’inclusion Xi Ñ
š

iPI

Xi induit un plongement de Xi dans
Ž

iPI

pXi, xiq.

Car particulier : si X1 “ X2 “ ¨ ¨ ¨ “ Xn “ S1 et xi “ 1 pour tout i P rr1, nss, alors
Ž

iPrr1,nss

pXi, xiq s’appelle

un bouquet de n cercles.

1.3 Connexité, connexité par arc
1.3.1 Connexité

Définition 1.3.1.1 (Connexité). Un espace topologique X est connexe s’il n’existe pas de partition de X en
deux ouverts non vides. Une partie A Ă X est connexe si elle est connexe pour la topologie induite.

Cela équivaut à dire, par passage au complémentaire, que X est connexe s’il n’existe pas de partition de X
en deux fermés non vides. Également que les seules parties ouvertes et fermées de X sont ∅ et X.

Proposition 1.3.1.2 (Propriétés fondamentales). Soit X un espace topologique.
(i) X est connexe si et seulement si toute application continue X Ñ t0, 1u discret est constante.
(ii) Si X est connexe et f : X Ñ Y est continue, alors fpXq est une partie connexe de Y .
(iii) Si A,B Ă X telles que A Ă B Ă A et A est connexe, alors B est connexe. En particulier, A est connexe.
(iv) Soient pAiqiPI une famille de parties connexes de X telle que

Ş

iPI

Ai ‰ ∅. L’ensemble
Ť

iPI

Ai est alors connexe.

(v) Un produit fini d’espaces connexes est connexe.

Démonstration. (i) ‚ Soit f : X Ñ t0, 1u continue et soit y P fpXq. Puisque t0, 1u est discret, le singleton tyu

est à la fois ouvert et fermé. Par continuité de f , l’application f´1pyq est ouvert et fermé dans X, donc égal à
X par connexité de X. Ainsi, fpXq “ tyu.
‚ Montrons la contraposée. Supposons X non connexe et soit tU,XzUu une partition de X en deux ouverts
non vides. Définissons f : X Ñ t0, 1u par fpUq “ 0 et fpXzUq “ 1. Les restrictions de f à U et à XzU sont
continues car constantes. Puisque U et XzU sont ouverts, alors f est continue.
(ii) Soit X connexe et soit f : X Ñ Y continue. Soit g : fpXq Ñ t0, 1u continue. L’application composée
g ˝ f : X Ñ t0, 1u est alors continue, à valeurs dans t0, 1u donc constante par (i) puisque X est connexe. Il
s’ensuit que g est constante, d’où fpXq est connexe par (i).
(iii) Soit f : B Ñ t0, 1u continue. La restriction de f à A est continue à valeurs dans t0, 1u, donc constante
puisque A est connexe. Soit x P B. Puisque fpxq est un ouvert de t0, 1u, par continuité, U “ f´1pfpxqq est
un voisinage (ouvert) de x. Néanmoins, on a x P A, donc tout voisinage de x rencontre A. En particulier, on a
U XA ‰ ∅, d’où fpxq “ fpAq. Il s’ensuit que f est constante sur B. On conclut avec (i).
(iv) On utilise encore (i). Soit f :

Ť

iPI

Ai Ñ t0, 1u continue. Pour chaque i P I, la restriction de f à Ai est

continue, à valeurs dans t0, 1u, donc constante puisque Ai est connexe. Fixons un indice i0 P I, alors pour tout
i P I, puisque Ai0 XAi ‰ ∅, on a fpAi0q “ fpAiq. Ainsi, f est constante et

Ť

iPI

Ai est connexe.

(v) Exercice.
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Le prototype d’ensemble connexe est l’intervalle :

Théorème 1.3.1.3. Les parties connexes de R sont les intervalles.

Démonstration. Rappelons qu’une partie A Ă R est un intervalle si elle vérifie la propriété :

p@a ă b P Aq p@z P Rq a ă z ă b ñ z P A

‚ Montrons d’abord qu’une partie connexe est un intervalle. Soit A Ă R connexe, soit a, b P A tel que a ă b et
soit a ă z ă b. Si z R A alors

A “ pA X s ´ 8, zrq Y pA X sz,`8rq

est réunion de deux ouverts de A, disjoints, contenant a et b respectivement donc non vides. On a alors une
contradiction, donc z P A et A est un intervalle.
‚ Montrons qu’un intervalle est connexe. Soit A Ă R un intervalle (non vide) et f : A Ñ t0, 1u continue. Nous
allons montrer que f est constante, ce qui sera conclusif. Supposons qu’il existe a ă b P A tel que fpaq ‰ fpbq ;
quitte à remplacer f par 1 ´ f , supposons que fpaq “ 0. Soit

J “ tt P ra, bs; fpsq “ 0 p@s P ra, tsqu.

Cet ensemble est non vide car contient a, majoré par b, donc admet une borne supérieure z P ra, bs Ă A.
Par définition de la borne sup, il existe pznqnPN dans J convergeant vers z. Par continuité de f , on a donc
fpzq “ lim

nÑ`8
fpznq “ 0, donc z ă b. Toujours par continuité de f , on a que f´1pt0uq est ouvert dans A. Comme

z ă b, on en déduit qu’il existe ε ą 0 tel que f “ 0 sur rz, z ` εs Ă ra, bs, ce qui contredit la définition de z. En
conclusion, f est constante.

Obstruction à l’homéomorphie : La connexité est une propriété invariante par homéomorphisme, ce qui
donne donc une obstruction très simple à l’homéomorphie entre deux espaces topologiques. Ainsi, S1 n’est pas
homéomorphe à un intervalle car S1 privé d’un point reste connexe alors que l’intervalle privé d’un point (qu’on
peut choisir intérieur) ne l’est pas. De même, R2 n’est pas homéomorphe à R car R2

ztpointu est connexe
alors que R ztpointu ne l’est pas. Plus généralement Rp et Rq ne sont homéomorphes que si p “ q mais la
démonstration demande des outils plus sophistiqués.

Soit X un espace topologique. On définit une relation „ sur X par x „ y s’il existe une partie connexe
C Ă X contenant x et y.

Proposition 1.3.1.4. La relation „ définie ci-dessus est une relation d’équivalence sur X. Ses classes sont des
parties connexes et fermées de X, appelées composantes connexes de X. La classe de x est la réunion des parties
connexes contenant x.

Démonstration. La relation est clairement réflexive et symétrique. Soit x, y, z P X tel que x „ y et y „ z. Par
définition, il existe des parties connexes C et C 1 de X telles que x, y P C et y, z P C 1. Puisque y P C X C 1, on a
C Y C 1 est connexe donc x „ z. Montrons que la classe de x est égale à Cx la réunion des parties connexes de
X contenant x. Soit y „ x et C Ă X contenant x et y, alors C Ă Cx et en particulier, y P Cx. Réciproquement,
tout y P Cx est clairement équivalent à x, donc la classe de x est égale à Cx. L’ensemble Cx est connexe par la
proposition 1.3.1.2 (iv). Par ailleurs, Cx Ă Cx qui est connexe par la proposition 1.3.1.2 (iii), donc Cx “ Cx est
fermée.

Une composante connexe Cx avale tous les connexes qu’elle touche : si Cx intersecte un connexe C, alors
Cx Ą C. L’espace X est connexe si et seulement si Cx “ X. On peut détecter une composante connexe avec le
lemme suivant.

Lemme 1.3.1.5. Si A Ă X une partie non vide, ouverte, fermée et connexe, alors A est une composante connexe
de X.

Démonstration. Soit x P A, alors A Ă Cx car A est connexe. Réciproquement, Cx X A est non vide, ouvert et
fermé dans Cx connexe : il est donc égal à Cx. On a donc Cx Ă A.

Une composante connexe n’est pas nécessairement ouverte : les composantes connexes de Q sont les singletons
(exercice) qui ne sont pas ouverts.
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1.3.2 Connexité par arc

Définition 1.3.2.1 (Connexité par arc). Soit X un espace topologique et x, y P X deux points. Un arc de
x à y est une application continue γ : r0, 1s Ñ X telle que γp0q “ x et γp1q “ y. On dit que X est connexe par
arc si pour tout x, y P X, il existe un arc de x à y. Une partie A Ă X est connexe par arc si elle est connexe
par arc pour la topologie induite.

Proposition 1.3.2.2. Soit X un espace topologique.
(i) Si X est connexe par arc, alors il est connexe.
(ii) Si X est connexe par arc et f : X Ñ Y est continue, alors fpXq est connexe par arc.
(iii) Si pAiqiPI est une famille de parties connexes par arc de X telle que

Ş

iPI

Ai ‰ ∅, alors
Ť

iPI

Ai est connexe par
arc.
(iv) Un produit fini d’espaces connexes par arc est connexe par arc.

Démonstration. (i) Supposons X connexe par arc et utilisons la caractérisation (proposition 1.3.1.2 (i)) de la
connexité. Soit f : X Ñ t0, 1u continue et soit x, y P X. Puisque X est connexe par arc, il existe un arc γ de
x à y. L’application composée f ˝ γ : r0, 1s Ñ t0, 1u est continue, à valeurs dans t0, 1u, donc constante puisque
r0, 1s est connexe. Ainsi, fpxq “ f ˝ γp0q “ f ˝ γp1q “ fpyq.
(ii) et (iii) sont laissés en exercice.

Remarque 1.3.2.3. Attention ! La réciproque à (i) est fausse et l’adhérence d’une partie connexe par arc
n’est pas nécessairement connexe par arc. Le contre-exemple classique est fourni par l’adhérence A de A “

tpx, sinp1{xq; 0 ă x ă 1u Ă R2. L’ensemble A est connexe par arc, donc connexe comme image continue de
s0, 1r qui est connexe par arc. Son adhérence A est donc connexe par la proposition 1.3.1.2 (iii). Par contre, A
n’est pas connexe par arc (exercice).

Exercice 1.3.2.4. Soit X un espace topologique. Le cône CpXq et la suspension SpXq sont alors connexes par
arc.

Composantes connexes par arc : De même qu’avec la connexité, on définit une relation d’équivalence „

sur X par x „ y s’il existe une partie C Ă X connexe par arc contenant x et y. Ses classes sont les composantes
connexes par arc de X. Elles sont connexes par arc mais pas nécessairement fermées. Dans le contre-exemple
ci-dessus, A est une composante connexe par arc de A.

1.4 Compacité
1.4.1 Propriété de Borel-Lebesgue

Si X est un ensemble, on dit qu’une famille pAiqiPI de parties de X est un recouvrement de X (ou recouvre
X) si

Ť

iPI

Ai “ X. Un sous-recouvrement est une sous-famille pAiqiPJ (avec J Ă I) qui recouvre encore X. Si X

est un espace topologique, un recouvrement pAiqiPI de X est dit ouvert ou fermé si les Ai le sont.

Définition 1.4.1.1 (Espace compact). On dit qu’un espace topologique X est compact si les conditions
suivantes sont satisfaites :
(i) X est séparé.
(ii) Tout recouvrement ouvert de X admet un sous-recouvrement fini.
Une partie A Ă X sera compacte si A muni de la topologie induite est compacte.

L’hypothèse (ii) est appelée axiome de Borel-Lebesgue. Par passage au complémentaire, (ii) équivaut à : si
pFiqiPI est une famille de fermés telle que

Ş

iPI

Fi “ ∅, alors il existe J Ă I fini tel que
Ş

iPJ

Fi “ ∅. Si la famille

pFnqnPN est décroissante pFn`1 Ă Fnq, alors (ii) implique qu’il existe n tel que Fn “ ∅.
Par contraposée, (ii) implique :

« Pour toute suite décroissante pFnqnPN de fermés non vides de X,
Ş

nPN

Fn est non vide. »

Si A Ă X est compacte, l’assertion (ii) se traduit par : pour toute famille pUiqiPI d’ouverts de X tel que
A Ă

Ť

iPI

Ui, il existe J Ă I fini tel que A Ă
Ť

iPJ

Ui. Par abus de langage, on pourra appeler
Ť

iPI

Ui un recouvrement

ouvert de A (c’est les Ui XA qui forment un recouvrement ouvert de A).

Proposition 1.4.1.2 (Propriétés fondamentales). (i) Si X est un espace compact, Y un espace séparé et
f : X Ñ Y continue, alors fpXq est compact.
(ii) Si X est séparé et K Ă X compact, alors K est fermé.
(iii) Si X est compact et K Ă X, alors K est compact si et seulement si K est fermé.
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Démonstration. (i) L’image fpXq est séparé comme partie d’un espace séparé. Soit pUiqiPI une famille d’ou-
verts de Y telle que fpXq Ă

Ť

iPI

Ui. Puisque f est continue, chaque f´1pUiq est ouvert et pf´1pUiqqiPI est un

recouvrement ouvert de X. On extrait un sous-recouvrement fini pf´1pUiqqiPJ , J Ă X. Ainsi, pUiqiPJ recouvre
encore fpXq.
(ii) Soit x P XzK. Puisque X est séparé, pour chaque a P K, il existe un ouvert Ua de X contenant x et un
ouvert Uxa de X contenant x tel que Ua X Uxa “ ∅. La famille pUaqaPK est un recouvrement ouvert de K. Par
compacité de K, il existe a1, . . . , an P K tel que pUaiqi“1,...,n recouvre encore K. Posons Ux “

Ş

i“1,...,n

Uyai
, c’est

un ouvert de X car l’intersection est finie, contenant x. De plus, Ux X Uai
“ ∅ pour chaque i “ 1, . . . , n. On

pose alors UK “
Ť

i“1,...,n

Uai , c’est un ouvert de X contenant K et Ux X UK “ ∅. En particulier, Ux Ă XzK et

XzK “
Ť

xPXzK

Ux est un ouvert de X, d’où K est fermé dans X.

(iii) Soit X compact. Il reste à montrer que si K Ă X est fermé, alors K est compact. On sait que K est séparé
comme partie de X séparé. Soit pUiqiPI une famille d’ouverts de X tel que K Ă

Ť

iPI

Ui. En ajoutant l’ouvert

XzK à la famille pUiq, on obtient un recouvrement ouvert de X, donc on extrait un sous-recouvrement fini,
de la forme pUiqiPJ , avec J Ă I fini, plus éventuellement XzK. Ainsi, pUiqiPJ est un sous-recouvrement fini de
K.

Seront très utiles :

Corollaire 1.4.1.3. Si X est un espace compact, Y un espace séparé et f : X Ñ Y continue, bijective, alors f
est un homéomorphisme.

Démonstration. Il suffit simplement de montrer que f est fermée. Soit F un fermé de X, alors F est compact,
donc fpF q est compact, puis fermé.

Corollaire 1.4.1.4. Soit f : X Ñ Y continue où Y est séparé. Si X{Rf est compact, alors f se factorise en un
homéomorphisme f : X{Rf Ñ fpXq.

Démonstration. L’application f se factorise en une bijection continue f : X{Rf Ñ fpXq où fpXq est séparé,
on applique le corollaire 1.4.1.3 pour conclure.

Exemple 1.4.1.5. Soit f : R Ñ S1 où fptq “ pcosp2πtq, sinp2πtqq. L’application f se factorise en une bijection
continue f : R {Z Ñ S1. L’espace R {Z est séparé (car s’injecte continûment dans un séparé). En notant
π : R Ñ R {Z la projection canonique, on a alors que R {Z “ πpRq “ πpr0, 1sq est compact comme image
continue d’un compact dans un séparé. On conclut avec le corollaire 1.4.1.4 que f est un homéomorphisme.

Très surprenant :

Théorème 1.4.1.6 (Tychonoff). Un produit
ś

iPI

Xi d’espaces topologiques compacts est compact.

Exercice 1.4.1.7. Soit X et Y deux espaces topologiques. On a l’équivalence :

X ˆ Y est compact ô X et Y sont compacts.

1.4.2 Compacité dans les espaces métriques

On rappelle qu’étant donnée une suite pxnqnPN d’un espace topologique X, on dit que y P X est valeur
d’adhérence de la suite pxnqnPN si pour tout voisinage V de y, l’ensemble tn P N; xn P V u est infini.

Exercice 1.4.2.1. Si X est métrisable ou plus généralement si y admet une base dénombrable de voisinages,
alors y P X est valeur d’adhérence de pxnqnPN si et seulement si il existe une sous-suite de pxnqnPN convergeant
vers y.

Théorème 1.4.2.2 (Bolzano-Weierstrass). Soit pE, dq un espace métrique et A une partie de E. L’ensemble
A est compact si et seulement si toute suite de E admet une valeur d’adhérence.

Cela équivaut donc à dire que toute suite a une sous-suite convergente.

Corollaire 1.4.2.3. Soit pE, dq un espace métrique. Si A Ă E est compact, alors A est fermée et bornée.

Démonstration. Soit A Ă E compacte. Un espace métrique est séparé, donc A est fermé. Fixons x P E. Si A
n’est pas borné, pour tout n P Ną0, A Ć Bpx, nq. On peut alors construire une suite pxnqnPN de A telle que
dpx, xnq tend vers `8 quand n Ñ 8. Une telle suite n’a pas de sous-suite convergente car une suite convergente
est bornée.
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Théorème 1.4.2.4. Soit pE, } ¨ }q un espace vectoriel normé de dimension finie. Les compacts de E sont alors
les fermés bornés.

Remarque 1.4.2.5. En fait, la compacité des fermés bornés, ou de manière équivalente de la boule unité fermée,
caractérise les e.v.n de dimension finie : c’est le théorème de compacité de Riesz.
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2 Variétés

2.1 Variétés topologiques de dimension m

Définition 2.1.0.1 (Variété topologique). Une variété topologique de dimension m P N est un espace
topologique M localement homéomorphe à Rm (i.e. tout point de M admet un voisinage homéomorphe à Rm).

Puisque tout ouvert de Rm est localement homéomorphe à Rm, (en effet, si f : x P U
„
ÑV ouvert de Rm,

alors x P U » Bpa, εq Ă V , mais Bpa, εq » Rm) cela revient à dire que M est localement homéomorphe à un
ouvert de Rm. On pourra appeler M une m-variété ou simplement une variété.

Remarque 2.1.0.2. (1) Tout ouvert de Rm est une m-variété.
(2) Toute sous-variété différentiable de dimension m de Rn est une m-variété. Si ϕ : U Ă Rn

Ñ Rn est un
redressement local de M , alors sa restriction et corestriction M X U Ñ Rm

ˆt0u est un homéomorphisme vers
un ouvert de Rm.
(3) L’espace M “ s ´ 1, 1r ˆt0u Y t0uˆ s0, 1r Ă R2 muni de la topologie induite n’est pas une 1-variété. Sinon
il existerait U Ă M un voisinage ouvert de 0 homéomorphe à R, mais alors Uzt0u serait homéomorphe à
R ztpointu, ce qui est impossible car Uzt0u a trois composantes connexes et R ztpointu en a deux.

On a immédiatement :

Proposition 2.1.0.3. Si M et N sont des variétés topologiques de dimension m et n respectivement, alors
l’espace produit M ˆN est une variété de dimension m` n.

La dimensionm d’une variété topologique est constante par définition. Si on autorise la dimensionmpxq P N à
dépendre du point x P M , chaque composante connexe de M aurait néanmoins une dimension fixe car la fonction
x ÞÑ mpxq est localement constante. Cela semble évident mais c’est en fait non trivial à prouver rigoureusement :
cela requiert le théorème suivant, dont il n’y a pas de preuve simple (sans introduire de nouveaux outils).

Théorème 2.1.0.4 (Invariance du domaine de Brouwer). Soit U un ouvert de Rn et f : U Ñ Rn continue
et injective, alors V “ fpUq est ouvert et f est un homéomorphisme entre U et V . En particulier, Rn est
homéomorphe à Rm si et seulement si n “ m.

La dernière assertion du théorème vient du fait que l’inclusion i : Rn
Ñ Rn

ˆt0u Ă Rm est continue et
injective si n ď m, mais d’image ipRn

q “ Rn
ˆt0u clairement pas ouvert si n ă m, donc s’il existait un

homéomorphisme f : Rm
Ñ Rn avec n ă m, alors i ˝ f : Rm

Ñ Rm serait continue injective, ce qui contredit
la première assertion.

Il suit du théorème que la dimension d’une variété topologique est un invariant d’homéomorphie : deux
variétés topologiques homéomorphes ont même dimension. Une variété de dimension 2 est une surface.

Définition 2.1.0.5 (Carte, atlas). Soit M une m-variété.
(i) Une carte deM est un couple pU, ϕq où U est un ouvert deM , l’application ϕ : U Ñ ϕpUq un homéomorphisme
et ϕpUq un ouvert de Rm.
(ii) L’ouvert U est le domaine de la carte et l’application réciproque ϕ´1 : ϕpUq Ñ U est une coordonnée locale.
(iii) Étant donné deux cartes pU, ϕq et pV, ψq de M , on appelle l’application de changement de coordonnées (qui
est un homéomorphisme entre ouverts de Rm)

ψ ˝ ϕ´1 : ϕpU X V q Ñ ψpU X V q

un changement de cartes (avec un abus de langage).
(iv) Un atlas de M est une famille de cartes tpUi, ϕiq; i P Iu de M telle que

Ť

iPI

Ui “ M .

Toute variété topologique admet un atlas.

Remarque 2.1.0.6. (1) Une variété topologique M peut-être enrichie d’une structure supplémentaire en de-
mandant qu’un atlas A “

␣

pUi, ϕiq; i P I
(

de M ait des changements de cartes préservant la structure.
(2) M est une variété différentiable de classe Ck si elle admet un atlas dont les changements de cartes sont des
Ck-difféomorphismes. Exemples : les sous-variétés différentiables Ck.
(3) M est une variété affine si les changements de cartes sont des restrictions d’applications affines.

Proposition 2.1.0.7 (Propriétés des variétés topologiques). Soit M une variété topologique.
(i) M est localement connexe par arc (tout point admet une base de voisinages connexes par arc).
(ii) M est localement séparée (tout point admet un voisinage séparé).
(iii) Tout point deM admet une base de voisinages compacts. SiM est séparée, alorsM est localement compacte.
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Démonstration. Soit a P M et soit pU, ϕq une carte autour de a telle que ϕpUq “ Rm. Tout d’abord, U est
un voisinage séparé de a car homéomorphe à Rm qui est séparé. Posons pour n P Ną0, Un :“ ϕ´1pBp0, 1{nqq.
On a alors que Un est connexe par arcs et Un “ ϕ´1pBp0, 1{nqq est compact dans U (donc dans M) comme
image continue d’un compact dans un séparé. Ainsi, tUnunPN est une base de voisinages connexes par arc de a
et tUnunPN est une base de voisinages compacts de a.

Remarque 2.1.0.8. Une variété topologique n’est pas nécessairement séparée !

Exercice 2.1.0.9 (La droite à deux origines - en TD). Soit M “ Rˆt1, 2u{ „ où la relation d’équivalence
est engendrée par px, 1q „ px, 2q pour tout x ‰ 0. Montrer que M est une 1-variété connexe avec un atlas à 2
cartes, mais non séparée.

La même construction en remplaçant R par S1 donne une 1-variété qui a la propriété de Borel-Lebesgue
(axiome (ii) de la compacité) mais n’est pas compacte car pas séparée.

Exercice 2.1.0.10. Montrer que si M est une variété compacte, elle est à base dénombrable (sa topologie admet
une base dénombrable).

Pour la culture générale on mentionne le théorème suivant :

Théorème 2.1.0.11 (Plongement de Witney | „ 1935). Soit M une m-variété topologique séparée à base
dénombrable. Il existe alors ϕ : M Ñ R2m`1 un plongement. En particulier, M est métrisable.

Ce sera le cas des variétés compactes qu’on verra par la suite. Par contre, il est fréquent de rencontrer des
m-variétés très raisonnables qui ne se plongent pas dans Rm`1. Ainsi, on verra que parmi les surfaces compactes,
la moitié exactement, ne se plonge pas dans R3. On n’utilisera pas le théorème de Witney, on admet sa preuve.

Maintenant, toutes les variétés seront supposées séparées à base dénombrable.

On ne sera donc pas embêté avec les pathologies sur les critères séquentiels, entre autres. Vérifions que nos
variétés favorites en font partie.

2.2 Sphères et projectifs
2.2.1 Sphères

On note Sn la sphère unité de Rn`1

Sn “

"

x “ px1, . . . , xn`1q P Rn`1; |x|2 “

n`1
ÿ

i“1

x2i “ 1

*

munie de la topologie induite.

Proposition 2.2.1.1. La sphère Sn est une n-variété compacte admettant un atlas à deux cartes. Elle est
connexe si n ě 1.

Démonstration. ‚ Si n “ 0, la sphère S0 “ t´1, 1u est une variété de dimension 0 compacte à deux composantes
connexes.
‚ Si n ě 1, les cartes sont les deux projections stéréographiques associées au pôle N “ p0, 1q P Rn

ˆR et
S “ p0,´1q qu’on rappelle. Pour x P SnztNu, on définit ϕN pxq comme l’intersection de la droite pNxq avec
Rn

ˆt0u et pour x P SnztSu, ϕSpxq est l’intersection de la droite pSxq avec Rn
ˆt0u. On peut calculer (exercice,

penser à Thalès !) que

ϕN pu, tq “
u

1 ´ t
, ppu, tq P SnztNuq et ϕSpu, tq “

u

1 ` t
, ppu, tq P SnztSuq.

Ce sont des homéomorphismes vers Rn de réciproques

ϕ´1
N pyq “

p2y, }y}2 ´ 1q

}y}2 ` 1
et ϕ´1

S pyq “
p2y,´}y}2 ` 1q

}y}2 ` 1
.

Comme ϕSpNq “ 0 “ ϕN pSq, le changement des cartes ϕS ˝ϕ´1
N est défini sur Rn

ˆt0u Ñ Rn
ˆt0u et on calcule

que c’est l’inversion
y ÞÑ

y

}y}2
.

L’espace topologique Sn est fermé borné, donc compact. Les deux domaines de cartes sont homéomorphes à Rn

donc connexes et d’intersection non vide et ainsi, Sn est connexe.
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Exercice 2.2.1.2 (en TD). Montrer que la restriction à S1 X ty ą 0u de la projection px, yq ÞÑ x définit une
carte de S1. Déterminer un atlas de S1 à l’aide de projections. Montrer que les changements de carte sont C8.

Exercice 2.2.1.3 (en TD). Montrer que l’application s0,8rˆSn Ñ Rn`1
zt0u ; pr, xq ÞÑ rx est un homéomor-

phisme.

2.2.2 Espaces projectifs

Définition 2.2.2.1 (Espace projectif). Soit k “ R ou C. L’espace projectif Pn
k (aussi noté Pn

pkq) est
l’ensemble des droites vectorielles de kn`1. Il est topologisé en l’identifiant au quotient

pkn`1
zt0uq{ „

où x „ y si et seulement si x et y sont colinéaires, i.e. x “ λy pour λ P k zt0u.

Proposition 2.2.2.2. L’espace projectif réel Pn
R (resp. complexe Pn

C) est une variété topologique de dimension
n (resp. 2n) connexe et compacte. Il admet un atlas à n` 1 cartes.

Démonstration. ‚ On note π : kn`1
zt0u Ñ Pn

k la projection et si x P kn`1
zt0u, on note rxs “ πpxq sa classe.

On munit Pn
k de l’atlas suivant : pour i P t1, . . . , n`1u, soit Ui “ trx1, . . . , xn`1s P Pn

k; xi ‰ 0u. C’est un ouvert
puisque π´1pUiq “ tx P kn`1

zt0u; xi ‰ 0u est ouvert. On définit ϕi : Ui Ñ kn (kn
“ Rn ou kn

“ Cn
“ R2n)

par

ϕiprx1, . . . , xn`1sq “

ˆ

x1
xi
, . . . ,

pxi
xi
, . . . ,

xn`1

xi

˙

P kn

(le symbole pxi sur xi veut dire que l’on retire la i-ème coordonnée). On obtient le diagramme commutatif
suivant :

π´1pUiq kn

Ui Ă Pn
k

ϕi˝π

π ϕi

L’application est bien définie et continue puisque c’est la factorisation de

x P π´1pUiq ÞÑ

ˆ

x1
xi
, . . . ,

pxi
xi
, . . . ,

xn`1

xi

˙

P kn

qui est constante sur chaque classe et continue (théorème 1.2.5.3).
‚ Montrons qu’elle est injective : soit rxs, rx1s P Ui tel que ϕiprxsq “ ϕiprx1sq. Puisque ϕiprxsq “ ϕiprλxsq pour
tout λ P k zt0u, on peut supposer que xi “ 1 “ x1

i. On a donc par hypothèse l’égalité px1, . . . ,p1, . . . , xn`1q “

px1
1, . . . ,p1, . . . , x

1
n`1q, d’où rxs “ rx1s.

‚ L’application ϕi est clairement surjective si pour tout y P kn, on prend

py1, . . . , ynq “ ϕipry1, . . . , 1, . . . , ynsq P Ui

(avec 1 sur la i-ème coordonnée). L’application est donc bijective de réciproque la composée

ϕ´1
i py1, . . . , ynq “ ry1, . . . , 1, . . . , yns

qui est continue. Ainsi, ϕi est un homéomorphisme et pUi, ϕiq une carte de Pn
k.

‚ Clairement, les Ui recouvrent Pn
k, donc la famille tpUi, ϕiq; 1 ď i ď n` 1u est un atlas de Pn

k.
‚ Si n “ 0, alors P0

k “ tr1su qui est bien compact et connexe. Supposons n ě 1, alors kn`1
zt0u est connexe,

donc Pn
k est connexe comme image continue d’un connexe.

‚ Montrons que Pn
k est compact. On commence par la séparation. Soit rxs ‰ rys P Pn

k, i.e. x et y ne sont pas
colinéaires. On se donne deux formes linéaires a, b : kn`1

Ñ k telles que apxq “ 0, bpxq “ 1 et apyq “ 1, bpyq “ 0
puis on définit

Cx :“

"

z P kn`1
zt0u;

|apzq|

|bpzq|
ă 1

*

Cy :“

"

z P kn`1
zt0u;

|bpzq|

|apzq|
ă 1

*

.

Ces ensembles sont ouverts, disjoints et invariants par multiplication scalaire (i.e. z P C implique que λz P C
pour λ P k zt0u), donc saturés. Évidemment, x P Cx et y P Cy. Il s’ensuit que πpCxq et πpCyq sont des ouverts
disjoints séparant rxs et rys, prouvant que Pn

k est séparé. On montre maintenant que Pn
k est compact comme

image continue d’un compact dans un séparé. Notons S la sphère unité dans Rn`1
zt0u si k “ R ou dans

R2n`2
zt0u “ Cn`1

zt0u lorsque k “ C. On a alors Pn
k “ πpSq. En effet, soit rxs P Pn

k. On a donc x
|x|

P S et
rxs “

“

x
|x|

‰

“ π
`

x
|x|

˘

P πpSq.
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Proposition 2.2.2.3. Soit n P N.
(i) L’espace projectif réel Pn

R est homéomorphe à Sn{ „ où „ est engendrée par x „ ´x pour tout x P Sn.
(ii) L’espace projectif complexe Pn

C est homéomorphe à S2n`1{ „ où „ est engendrée par z „ eiθz pour tout
z P S2n`1 Ă Cn`1 et θ P R.

Démonstration. (i) On considère l’application f : Sn Ñ Pn
R définie par

f : Sn i
Ñ Rn`1

zt0u
π

Ñ Pn
R

x ÞÑ x ÞÑ rxs

Clairement, f est surjective continue et fpxq “ fpyq ô x “ λy où λ P R zt0u ô x “ ˘y (car }x} “ |λ| ¨ }y} et
}x} “ }y} “ 1) ô x „ y. L’application f se factorise donc en une bijection continue f : Sn{ „ Ñ Pn

R :

Sn Pn
R

Sn{„

f

π
f

L’espace Sn{ „ est séparé car s’injecte continûment dans Pn
R séparé. Ainsi, Pn

R est compact comme image
continue de Sn compact. On conclut que la bijection continue f est un homéomorphisme à l’aide du corollaire
1.4.1.3.
(ii) Même argument (exercice).

Exercice 2.2.2.4 (en TD). (1) Montrer que P1
R est homéomorphe à S1.

(2) Montrer que P1
C est homéomorphe à S2.

Solution : On cherche une application F telle que la diagramme ci-dessous est commutatif :

S1 P1
R

S1{t˘1u

F

π f

Prenons par exemple F pzq “ z2 et notons rzs la classe d’équivalence de z dans S1{t˘1u i.e. rzs “ t´z, zu.
Supposons que fprzsq “ fprz1sq, donc z2 “ z

12, d’où z “ ˘z1 et on en déduit que rzs “ rz1s. Comme F est
surjective continue, alors f est surjective continue, donc f est bijective, S1{t˘1u compact car image continue
d’un compact et P1

R est compact, donc séparé. En outre, f est un homéomorphisme.

On verra que P2
R n’est pas homéomorphe à S2 (en fait il n’est pas plongeable dans R3).

Exercice 2.2.2.5 (Droite affines - en TD). Montrer que l’ensemble des droites affines tax` by` c “ 0u de
R2 admet une structure de 2-variété topologique.

2.3 Opérations sur les variétés topologiques
2.3.1 Quotients de variétés

On investigue les conditions pour que M{G soit une variété (séparée) lorsqu’un groupe G agit par homéo-
morphisme sur une variété M . On rappelle que M{G désigne l’espace topologique quotient M{ „ où „ est
engendrée par x „ gx pour tout x P M et g P G. Deux exemples déjà vus :
‚ S2{pZ {2Zq “ P2

R (où pZ {2Z,`q agit par antipodie : r1s ¨ x “ ´x) ;
‚ R {Z “ S1 (où pZ,`q agit par translation : k ¨ x “ x` k).
Introduisons auparavant une notion reliée, celle de revêtement.

Définition 2.3.1.1 (Revêtement). Une application p : X Ñ Y entre deux espaces topologiques est un revête-
ment si :
(i) p est continue et surjective ;
(ii) pour tout y P Y , il existe un voisinage ouvert V de y tel que p´1pV q “

Ť

iPI

Ui où les Ui sont des ouverts

disjoints dans X tel que p : Ui Ñ V soit un homéomorphisme pour chaque i P I.

En particulier, p est un homéomorphisme local mais un homéomorphisme local n’est pas nécessairement un
revêtement. Il est clair que y ÞÑ Cardpp´1ptyuqq P NYt`8u est localement constant, donc constant si Y est
connexe. Quand ce nombre est fini, on l’appelle le degré du revêtement. L’ensemble p´1ptyuq est appelé la fibre
au dessus de y.
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Exemple 2.3.1.2. (1) L’application quotient p : S2 Ñ P2
R est un revêtement de degré 2 : posonsH` l’hémisphère

nord de S2 et H´ l’hémisphère sud. On a V :“ ppH`q “ ppH´q et p´1pV q “ H` Y H´. Ainsi, on a bien un
homéomorphisme p : H˘ „

ÑV .
(2) L’application f : R Ñ R {Z » S1 ; t ÞÑ pcosptq, sinptqq définit un revêtement de R sur S1 (de degré infini).
(3) Sa restriction s ´ 2π, 2πr Ñ S1 est encore continue, surjective et un homéomorphisme local mais n’est pas
un revêtement.

On rappelle qu’une action d’un groupe G sur un ensemble X est un morphisme ρ : G Ñ BijpXq “ SX .
On doit donc avoir ρpghqpxq “ ρpgqpρphqpxqq pour tout g, h P G et x P X. En général, on note simplement
gx l’élément ρpgqpxq. Ainsi, pghqx “ gphxq “ ghx. Nécessairement, le neutre e P G agit comme IdX puisque
epexq “ peeqx “ ex pour tout x P X, donc e fixe tous les ex de X i.e. tous les points. L’orbite d’un élément x est
l’ensemble Gx “ tgx; g P Gu. Selon la structure que porte X, on peut demander que ρpGq arrive dans une partie
sympathique de BijpXq, comme HomeopXq (si X est un espace topologique), DiffeopXq (si X a une structure
différentiable), IsompXq (si X est un espace métrique ou un groupe), GLpXq (si X est un espace vectoriel), etc...

Exercice 2.3.1.3 (en TD). (1) Déterminer les actions par isométries de pZ {2Z,`q sur R.
(2) Même question sur R2.

Définition 2.3.1.4 (Action séparante, totalement discontinue). Une action de G sur un espace topo-
logique X est :
(i) séparante si pour tous x, y P X tel que y R Gx, il existe des voisinages ouverts U de x et V de y tels que
GU X V “ ∅.
(ii) totalement discontinue si pour tout x P X, il existe un voisinage ouvert U de x tel que pour tout g P Gzteu,
on a gU X U “ ∅.

Remarque 2.3.1.5. Dans (i), on peut renforcer la conclusion en GU XGV “ ∅. En effet, pour g, h P G on a

gU X hV “ ∅ ô h´1gU X V “ ∅.

Si l’action de G est séparante, alors X{G est séparé. En effet, si rxs ‰ rys P X{G, alors y R Gx. On prend des
voisinages ouverts U et V de x et y respectivement tels que GU XGV “ ∅. Les ouverts GU et GV sont saturés
disjoints, leur quotient dans X{G sont des ouverts disjoints séparant rxs et rys.

Exercice 2.3.1.6. L’action par translation de G “ pZn,`q sur Rn, définie par gx “ x` g, où g “ pg1, . . . , gnq P

Zn, est séparante et totalement discontinue. Pour (i), soit x, y P Rn avec y R Gx “ x ` Zn. Clairement,
Bpy, 2dpx, yqq XGx est fini, donc ε :“ dpy,Gxq ą 0. On prend alors U “ Bpx, ε{2q et V “ Bpy, ε{2q. L’ensemble
GU est une réunion de boule de rayon ε{2 centrées sur les éléments de Gx, donc GU XV “ ∅. Pour (ii), il suffit
de prendre U “ Bpx, 1{2q.

Théorème 2.3.1.7. Soit G un groupe agissant de manière totalement discontinue et séparante sur une m-
variété M . L’espace topologique quotient M{G est une m-variété séparée et la projection p : M Ñ M{G est un
revêtement.

Démonstration. L’espace M{G est muni de la topologie quotient. Il est séparé par la remarque ci-dessus. Soit
rxs “ Gx P M{G et U un voisinage ouvert de x comme dans la définition précédente. Puisque gU est disjoint de
U pour tout g P G différent de e, la projection p est injective U Ñ ppUq Ă M{G. Elle est continue par définition
de la topologie quotient et ouverte puisque G agit par homéomorphisme. Il s’ensuit que ppUq est un ouvert et
que p : U Ñ ppUq est un homéomorphisme. Cela montre que M{G est localement homéomorphe à Rm, puisque
U l’est. Ensuite, gU X hU “ ∅ pour tout g ‰ h P G, donc

Ť

gPG

gU est une union d’ouverts disjoints. Comme

au-dessus, p : gU Ñ ppUq est un homéomorphisme. Il s’ensuit que p : GU Ñ ppUq est un revêtement et donc que
p : M Ñ M{G est un revêtement.

Définition 2.3.1.8 (Action sans point fixe). Un groupe G agit sans point fixe sur un espace X si pour tout
g P Gzteu et tout x P X, on a gx ‰ x.

L’action par antipodie de Z {2Z sur Sn et par translations de Zn sur Rn sont sans point fixes. Une action
totalement discontinue est sans point fixe.

Théorème 2.3.1.9. Si G est un groupe fini agissant sans point fixe sur une m-variété M séparée, alors M{G
est une m-variété séparée.

Démonstration. ‚ Montrons d’abord que l’action est totalement discontinue. Notons G “ te “ g1, g2, . . . , gku.
Soit x P M et soit xi “ gix pour i P t1, . . . , ku. Puisque G agit sans point fixe, on a xi ‰ xj si i ‰ j. Puisque
tx1, . . . , xku est fini et M est séparé, on peut trouver des voisinages ouverts Ui de xi tels que Ui X Uj “ ∅
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si i ‰ j (en prenant l’intersection de voisinages séparant les points deux à deux). On pose alors V1 “ U1 X

g´1
2 pU2q X ¨ ¨ ¨ X g´1

k pUkq, puis Vi “ gipV1q. Ce sont des voisinages de xi contenus dans Ui, donc Vi X Vj “ ∅ si
i ‰ j. En particulier, pour g P Gzteu, on a gpV1q X V1 “ ∅.
‚ On montre maintenant que l’action est séparante. Soit x, x1 P M tel que x1 R Gx. On a alors Gx “ tx1, . . . , xku

et Gx1 “ tx1
1, . . . , x

1
ku où tous les points sont distincts. On procède comme au dessus pour construire des

voisinages Ui des xi et U 1
i des x1

i deux à deux disjoints puis on pose V1 “
Ş

i

g´1
i pUiq et V 1

1 “
Ş

i

g´1
i pU 1

iq. Ainsi,

GV1 XGV 1
1 “ ∅. On conclut en appliquant le théorème 2.3.1.7.

2.3.2 Exemples de surfaces obtenues comme quotient

Exemple 2.3.2.1 (Cylindre revisité). Le cylindre S1ˆ s ´ 1, 1r est homéomorphe à pRˆ s ´ 1, 1rq{Z où
pZ,`q agit par translation sur le premier facteur, i.e. est engendrée par 1 ¨ px, yq “ px ` 1, yq. On obtient
l’homéomorphisme par factorisation :

Rˆs ´ 1, 1r S1ˆs ´ 1, 1r

pRˆs ´ 1, 1rq{Z

fpx,tq“pe2iπx,tq

π
f

Exemple 2.3.2.2 (Tore revisité). Le tore Tn
“ S1 ˆ¨ ¨ ¨ˆS1 est homéomorphe à Rn

{Zn où pZn,`q agit par
translation. On a vu que l’action est totalement discontinue et séparante, donc Rn

{Zn est une n-variété. On
peut vérifier que f : Rn

Ñ Tn tel que px1, . . . , xnq ÞÑ pe2iπx1 , . . . , e2iπxnq se factorise en une bijection continue
f : Rn

{Zn
Ñ Tn.

Rn Tn

Rn
{Zn

f

π f

On en déduit que Rn
{Zn est compact : séparé car s’injecte continûment dans Tn séparé puis image continue

de r0, 1sn compact. On conclut que f est un homéomorphisme.

Exemple 2.3.2.3 (Ruban de Moebius). Soit M “ S1ˆs ´ 1, 1r (le cylindre). On définit une action par
homéomorphisme de G “ pZ {2Z,`q sur M par r1s ¨ pz, tq “ p´z,´tq. C’est bien une action car

r1spr1spz, tqq “ r1sp´z,´tq “ pz, tq “ r0spz, tq “ pr1s ` r1sqpz, tq.

L’action est sans point fixe, donc d’après le théorème précédent, M{G est une surface, qu’on appelle ruban de
Moebius (ainsi que toute surface qui lui est homéomorphe).

Exercice 2.3.2.4 (Ruban de Moebius - en TD). (1) Montrer que le ruban de Moebius est homéomorphe à
M “ Rˆs ´1, 1r{Z où l’action de Z est engendrée par 1 ¨ px, tq “ px`1, tq. En déduire que le ruban de Moebius
s’obtient d’un rectangle en identifiant deux côtés opposés.
(2) Montrer que le projectif réel P2

R est réunion d’un ruban de Moebius et d’un disque fermé.

Exemple 2.3.2.5 (Bouteille de Klein). Soit T2
“ S1 ˆ S1 Ă C2 (le tore). On fait agir Z {2Z sur T2 par

r1spz, z1q “ p´z,´z1q. C’est clairement une action par homéomorphisme, sans point fixe, donc T2
{pZ {2Zq est

une surface compacte connexe, qu’on appelle bouteille de Klein notée K2.

Exercice 2.3.2.6 (Bouteille de Klein - en TD). (1) Montrer que la bouteille de Klein K2 est homéomorphe
à pR2

{Z2
q{pZ {2Zq où

r1s ¨ rpx, yqs “ rpx` 1{2,´yqs.

En déduire que K2 peut s’obtenir d’un rectangle en identifiant les côtés par paires.
On veut montrer que K2 est homéomorphe à R2

{G où G “ pZˆZ, ‚q agit par isométries sur R2 et la loi ‚ du
groupe est à déterminer. On note a “ p1, 0q et b “ p0, 1q et on pose que

apx, yq “ px` 1{2,´yq bpx, yq “ px, y ` 1q.

(2) Calculer apbpx, yqq et bpapx, yqq. Qu’en conclure ?
(3) Déterminer une formule pour pk, ℓqpx, yq qui étende a et b à tout pk, ℓq P ZˆZ.
(4) Déterminer une formule pour pk, ℓq ‚ pk1, ℓ1q compatible avec l’action formulée précédemment.
(5) Vérifier que ‚ est bien une loi de groupe sur ZˆZ.
Bravo ! Vous avez découvert le produit semi-direct Z¸Z et montré que K2

“ R2
{pZ¸Zq.
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2.3.3 Somme connexe

Heuristique : la somme connexe de deux m-variétés M et N est la variété obtenue en enlevant une boule
ouverte à chacune et en recollant les sphères de bord par un homéomorphisme. Soit donc pU, ϕq une carte de M
et pV, ψq une carte de N telles que ϕpUq “ ψpV q “ Rm. Soit U1 Ă U et V1 Ă V les domaines correspondants
à Bp0, 1q Ă Rm. Soit f : BU1 Ñ BV1 définie par fpxq “ ψ´1 ˝ ϕpxq. Notons M 1 “ MzU1, N 1 “ NzV1 puis
observons que BU1 Ă M 1 et BV1 Ă N 1. On définit un espace topologique W comme le recollement de M 1 sur N 1

par f ,
W “ M 1

ž

f

N 1

(i.e. on identifie x P BU1 à fpxq P BV1q. On admettra la proposition suivante :

Proposition 2.3.3.1. (i) W est une m-variété topologique.
(ii) Si M et N sont compactes, alors W est compacte.
(iii) Si M et N sont connexes, alors W est connexe.
(iv) Si M et N sont des surfaces connexes, alors la classe d’homéomorphie de W ne dépend pas des cartes pU, ϕq

et pV, ψq.

La propriété (iv) reste vraie pour des m-variétés orientées où une carte préserve l’orientation et l’autre
carte la renverse. L’orientabilité est facile à définir pour des variétés différentiables (il existe un atlas où les
changements de carte ont tous une jacobienne de déterminant positif) mais plus délicate pour des variétés
topologiques. On ne le fera pas en toute généralité. Dans le cas des surfaces, on peut prendre comme définition :
une surface est orientable si et seulement si elle ne contient pas de ruban de Moebius.

Définition 2.3.3.2 (Somme connexe). On appelle somme connexe de surfaces connexes M et N et on notera
M#N toute surface homéomorphe à W .

Proposition 2.3.3.3 (Propriétés de la somme connexe). Soit M0,M1,M2 des surfaces connexes. On note
– la relation « être homéomorphe ».
(i) M0#M1 – M1#M0 ;
(ii) pM0#M1q#M2 – M0#pM1#M2q ;
(iii) M#S2 – M .

Démonstration. (i) Soit pU, ϕq et pV, ψq des cartes comme ci-dessus pour M0 et M1 respectivement. Soit
f : BU1 Ñ BV1 l’homéomorphisme associé. On réalise M1#M0 à l’aide des cartes pV, ψq, pU, ϕq et de l’ho-
méomorphisme f´1. On peut vérifier que pour i “ 0, 1, l’application px, iq ÞÑ rpx, 1 ´ iqs

M 1
0 ˆ t0u YM 1

1 ˆ t1u Ñ M 1
1 ˆ t0u YM 1

0 ˆ t1u Ñ M 1
1

ž

f´1

M 1
0

se factorise en un homéomorphisme rpx, iqs ÞÑ rpx, 1 ´ iqs entre M 1
0

š

f

M 1
1 et M 1

1

š

f´1

M 1
0.

(ii) On choisit des cartes pU, ϕq et pV, ψq de M0 et M1 définissant M0#M1, puis pU 1, ϕ1q et pW,φq de M1 et M2

définissant M1#M2 telle que V X V 1 “ ∅. L’application adéquate se factorise en un homéomorphisme.
(iii) Soit pU, ϕq une carte de M telle que ϕpUq “ R2. Soit pV, ψq une carte de S2 telle ψpV q “ R2 et V1 soit égale
à l’hémisphère inférieur ouvert. On prend par exemple la projection stéréographique du pôle nord. Ainsi, S21

“

S2zV1 est l’hémisphère supérieur fermé. On note que ψ est l’identité en restriction à BV1 “ Bp0, 1q Ă Rm. On
définit une application h : M 1

š

S21

Ñ M “ M 1 YU1, qui va se factoriser en un homéomorphisme M#S2 Ñ M ,
comme suit. Sur M 1, on pose hpxq “ x. Sur S21

“ tpu, tq P S2 Ă R2
ˆR; t ě 0u, on pose hpu, tq “ ϕ´1puq de

sorte que hpS21

q “ U1 (car u décrit la boule fermée Bp0, 1q quand pu, tq décrit S21

). On note que hpxq “ hpyq pour
x P M 1 et y P S21

si et seulement si hpxq P BU1. Dans ce cas, y P BBp0, 1q et x “ ϕ´1pyq “ ϕ´1 ˝ ψpyq “ f´1pyq

i.e. x „ y. On peut vérifier ensuite que la factorisation de h convient.

Exercice 2.3.3.4. Soit M,M 1, N,N 1 des surfaces connexes telles que M – M 1 et N – N 1. Montrer que
M#N – M 1#N 1.

La propriété (iii) dit que S2 est le neutre de la somme connexe. On peut maintenant construire une infinité
de surfaces compactes connexes en faisant des sommes connexes des briques T2,P2

“ P2
R et K2 (et S2 mais

celle là n’ajoute rien). Y-a-t-il d’autres surfaces que celles produites comme cela ? Le théorème de classification
des surfaces dit que non ! Et qu’en plus, deux briques suffisent :

Théorème 2.3.3.5 (Classification des surfaces compactes). Toute surface compacte et connexe est
homéomorphe à l’une des surfaces suivantes :
(i) Σg “ T2 # ¨ ¨ ¨#T2

pg termes, g ě 0,Σ0 “ S2q ;
(ii) Nh “ P2 # ¨ ¨ ¨#P2

ph termes, h ě 1q.
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Ce théorème est démontré plus tard. Il dit que K2 n’est pas une brique fondamentale, puisqu’on peut la
décomposer. Question : en quoi ?

Exercice 2.3.3.6 (en TD). K2
“ P2 #P2.

On peut se demander ce qui se passe quand on mélange des T2 et des P2. Question : où est T2 #P2 ?
On verra la relation fondamentale T2 #P2

– P2 #P2 #P2. On comprend alors que toute somme connexe qui
comporte un P2 s’écrit comme somme connexe de P2. Question : les Σg et les Nh sont-elles toutes différentes ?
Question plus basique : comment prouve-t-on que S2,P2,T2 et K2 ne sont pas homéomorphes ? À suivre...
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3 Groupe fondamental
Dans ce chapitre, on apprend que :

‚ À X connexe par arc, on associe un groupe π1pXq appelé son groupe fondamental, qui d’une certaine manière,
encode la structure de X. Si π1pXq “ 0, on dit que X est simplement connexe.
‚ Un homéomorphisme X Ñ Y induit un isomorphisme π1pXq Ñ π1pY q. La notion plus faible d’équivalence
d’homotopie X Ñ Y induira également un isomorphisme π1pXq Ñ π1pY q.
‚ Si un groupe G agit de manière séparante et totalement discontinue sur X simplement connexe, alors
π1pX{Gq » G. Exemple fondamental : π1pS1q “ π1pR {Zq » Z.
‚ Le théorème de Van Kampen exprime π1pU1 Y U2q en termes de π1pU1q, π1pU2q et π1pU1 X U2q.

3.1 Groupe fondamental
On appelle chemin dans un espace topologique X une application γ : r0, 1s Ñ X continue. Son origine est

γp0q et son extrémité est γp1q.

Définition 3.1.0.1 (Homotopies de chemins). Deux chemins γ0, γ1 dans X sont équivalents, ou homotopes
à extrémités fixes, noté γ0 „ γ1 s’il existe H : r0, 1s ˆ r0, 1s Ñ X continue tel que :

Hpt, 0q “ γ0ptq p@t P r0, 1sq

Hpt, 1q “ γ1ptq p@t P r0, 1sq

Hp0, sq “ γ0p0q “ γ1p0q p@s P r0, 1sq

Hp1, sq “ γ0p1q “ γ1p1q p@s P r0, 1sq

L’application H est une homotopie (à extrémités fixes) entre γ0 et γ1.

Des chemins équivalents ont même origine et ont même extrémité. Si on note γsptq “ Hpt, sq, on pense à
s ÞÑ γs comme à une déformation continue de γ0 en γ1.

Ainsi, tout chemin γ0 : r0, 1s Ñ Rn joignant x à y est homotope au segment γ1ptq “ x ` tpy ´ xq via
γsptq “ p1 ´ sqγ0ptq ` sγ1ptq. Pour tout espace X et tout chemin γ : r0, 1s Ñ X, pour tout « reparamétrage »
positif ϕ : r0, 1s Ñ r0, 1s continue telle que ϕp0q “ 0 et ϕp1q “ 1, on a γ ˝ϕ „ γ via Hpt, sq “ γpp1´ sqϕptq ` stq.

Lemme 3.1.0.2. L’homotopie à extrémités fixes définit une relation d’équivalence.

Démonstration. Soit F une homotopie entre deux chemins α et β alors Gp¨, sq “ F p¨, 1 ´ sq est une homotopie
de β à α. Soient α, β, γ des chemins tels que α „ β et β „ γ. Soit F une homotopie entre α et β et soit G une
homotopie entre β et γ. On voit alors que

Hp¨, sq “

"

F p¨, 2sq p@s P r0, 1{2sq

Gp¨, 2ps´ 1{2qq p@s P r1{2, 1sq

est bien définie car F p¨, 1q “ βp¨q “ Gp¨, 0q et est continue par recollement d’applications continues sur les fermés
r0, 1sˆr0, 1{2s et r0, 1sˆr1{2, 1s (cf. théorème 1.1.4.6). On a Hpt, 0q “ F pt, 0q “ αptq et Hpt, 1q “ Gpt, 1q “ γptq.
On a Hp0, sq “ αp0q “ βp0q “ γp0q et Hp1, sq “ αp1q “ βp1q “ γp1q pour tout s P r0, 1s. Ainsi, H est une
homotopie de α à γ.

Définition 3.1.0.3 (Concaténation de chemins). Soit α, β des chemins dans X tels que αp1q “ βp0q. On
définit le chemin concaténé α puis β, noté αβ : r0, 1s Ñ X, par

"

αp2tq pt P r0, 1{2sq

βp2pt´ 1{2qq pt P r1{2, 1sq

Le chemin αβ est continu comme recollement de deux applications continues sur les fermés r0, 1{2s et r1{2, 1s.

Lemme 3.1.0.4 (La concaténation de chemins est compatible avec la relation d’équivalence).
Soit α0, β0 des chemins tels que α0β0 soit défini. Si α0 „ α1 et β0 „ β1, alors α0β0 „ α1β1.

Démonstration. Soit F une homotopie entre α0 et α1 et G une homotopie entre entre β0 et β1. En particulier,
α1p1q “ α0p1q “ β0p0q “ β1p0q, donc α1β1 est défini. On voit alors que

"

F p2t, sq pt P r0, 1{2sq

Gp2pt´ 1{2q, sq pt P r1{2, 1sq

définit une homotopie de α0β0 à α1β1.
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Lemme 3.1.0.5. La concaténation est associative pour les classes d’équivalence :

pαβqγ „ αpβγq

pour des chemins concaténables.

Démonstration. On peut vérifier que
pαβqγ „ pαβqγ ˝ ϕ “ αpβγq

où ϕ : r0, 1s Ñ r0, 1s affine par morceaux envoie r0, 1{2s sur r0, 1{4s, r1{2, 3{4s sur r1{4, 1{2s et r3{4, 1s sur
r1{2, 1s.

Exercice 3.1.0.6. Étant donné γ un chemin dans X et ra, bs Ă r0, 1s avec a ď b, notons γab “ γ ˝ ϕab où
ϕabpr0, 1sq “ ra, bs et ϕab est affine. Soit a P r0, 1s. Montrer que γ „ γ0aγa1 (chercher ϕ tel que γ ˝ ϕ “ γ0aγa1).

Plus généralement, si 0 “ a0 ď a1 ď ¨ ¨ ¨ ď aN “ 1, on a

γ „ γa0a1
γa1a2

¨ ¨ ¨ γaN´1aN
.

Neutre et inverse : Pour tout x P X on note ex : r0, 1s Ñ X le chemin constant exptq “ x pour tout
t P r0, 1s. Soit α un chemin, son chemin inverse α´1 est défini par α´1ptq “ αp1 ´ tq. On a pαβq´1 “ β´1α´1.

Lemme 3.1.0.7. Pour tout chemin α de x à y, on a : (i) αey „ α „ exα.
(ii) αα´1 „ ex.
(iii) α´1α „ ey.

Démonstration. Exercice.

On a donc presque une loi de groupe. On appelle lacet basé en x un chemin de x à x. Sur l’ensemble LpX,xq

des lacets basés en x, la concaténation de chemins est toujours possible.

Définition 3.1.0.8 (Groupe fondamental). On appelle groupe fondamental de X basé en x P X l’ensemble
quotient LpX,xq{ „ munie de la loi de groupe rαsrβs :“ rαβs. On le note π1pX,xq.

Les considérations précédentes montrent que c’est bien un groupe. Le lacet constant rexs est le neutre. Ce
groupe ne dépend pas vraiment de x (si X est connexe par arc) :

Lemme 3.1.0.9. Si X est connexe par arc, pour tous x, y P X, π1pX,xq est isomorphe à π1pX, yq.

Démonstration. Puisque X est connexe par arc, il existe un chemin γ de x à y. On définit γ# : π1pX,xq Ñ

π1pX, yq par rαs ÞÑ rγ´1αγs. C’est un morphisme de groupe :

γ#rαβs “ rγ´1αβγs “ rγ´1αγγ´1βγs “ rγ´1αγsrγ´1βγs “ γ#rαsγ#rβs.

Sa réciproque est pγ´1q# : π1pX, yq Ñ π1pX,xq puisque

pγ´1q#pγ#rαsq “ rγγ´1αγγ´1s “ rαs.

L’isomorphisme γ# dépend en général de la classe d’homotopie de γ.

Exemple 3.1.0.10. On a π1pRn, 0q “ 0. En effet, tout lacet α basé en 0 est homotope au lacet constant via
l’homotopie Hpt, sq “ sαptq. De même, π1pU, xq “ 0 pour toute partie convexe (ou même étoilée) U d’un espace
vectoriel normé.

On rappelle que le produit direct G ˆ H de deux groupes est l’ensemble tpg, hq; pg P Gq ph P Hqu muni de
la loi pg, hq ¨ pg1, h1q “ pgg1, hh1q.

Proposition 3.1.0.11. On a π1pX ˆ Y, px, yqq “ π1pX,xq ˆ π1pY, yq.

Démonstration. Exercice.
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3.2 Espace simplement connexe
Définition 3.2.0.1 (Simple connexité). Soit X connexe par arc. On dit que X est simplement connexe si
π1pX,xq “ 0.

Autrement dit, si tout lacet basé en x est homotopiquement trivial, cela ne dépend pas de x. Intuitivement,
S2 est simplement connexe alors que S1 ne l’est pas et T2 encore moins (en fait, on verra que π1pS1q “ Z et
π1pT2

q “ Z2). Vérification à venir...

Exercice 3.2.0.2. Montrer que sont équivalents :
(1) X est simplement connexe.
(2) Pour tous chemins α, β de X tel que αp0q “ βp0q et αp1q “ βp1q alors α „ β.
(3) Toute application continue f : S1 Ñ X prolonge continûment D2

Ñ X.

Solution : (1) ñ (2). Soit x “ αp0q et y “ αp1q. Le chemin αβ´1 est un lacet en x, donc ex „ αβ´1. Ceci
implique

β „ ex „ αβ´1β „ αey „ α.

(2) ñ (1). Il suffit de prendre αp0q “ αp1q et β le lacet constant.
(1) ñ (3). Étant donné f : S1 Ñ X continue on définit un lacet α : r0, 1s Ñ X par αptq “ fpe2iπtq. Par
hypothèse, il existe H : r0, 1sˆr0, 1s Ñ X une homotopie de α au lacet constant x “ αp0q “ αp1q. On veut définir
F : D2

Ñ X par F pse2iπtq “ Hpt, 1 ´ sq. C’est bien défini en se2iπ0 “ se2iπ car Hp0, 1 ´ sq “ x “ Hp1, 1 ´ sq
pour tout s P r0, 1s. C’est bien défini en 0 “ 0 ˆ e2iπt P D2 car Hpt, 1q “ x pour tout t P r0, 1s. On vérifie la
continuité de F grâce au diagramme

r0, 1s ˆ r0, 1s X

se2iπt P D2

H

ρ F

commutatif suivant où ρpt, sq :“ se2iπt. Montrons d’abord que U Ă D2 est fermé si et seulement si ρ´1pUq est
fermé. Si U Ă D2 est fermé, alors ρ´1pUq est fermé par continuité de ρ. Réciproquement, si ρ´1pUq est fermé,
alors ρ´1pUq est compact dans r0, 1s ˆ r0, 1s compact dans son image continue ρpρ´1pUqq est compact dans D2

donc fermé. Mais ρ est surjective, donc ρpρ´1pUqq “ U , d’où la conclusion. On sait alors que F est continue si
et seulement si F ˝ ρ “ H est continue, d’où la conclusion. (Soit V Ă X un fermé alors F´1pV q est fermé si
ρ´1pF´1pV qq est fermé, or ρ´1pF´1pV qq “ H´1pV q est fermé par continuité de H)
(3) ñ (1). On pose Hpt, sq “ F pps´ 1qe2iπt ` sq.

Théorème 3.2.0.3 (Petit théorème de Van Kampen). Soit X “ U1 YU2 connexe par arc tel que U1 et U2

sont ouverts, simplement connexes et U1 X U2 est connexe par arc. L’espace X est alors simplement connexe.

C’est un cas particulier du théorème de Van Kampen, qui calcule le groupe fondamental de U1 YU2, en fonc-
tion des groupes fondamentaux de U1, U2 et U1 XU2. Le petit théorème de Van Kampen découle immédiatement
du lemme suivant.

Lemme 3.2.0.4. Soit X “ U1 YU2 connexe par arc tel que U1 et U2 sont ouverts, connexes par arc et U1 XU2

est connexe par arc. Si x P U1 X U2, alors tout lacet γ basé en x est homotope à une concaténation de lacets
d’origine x, chacun contenu dans U1 ou dans U2.

Démonstration. Si γ Ă U1 ou γ Ă U2, la conclusion est vérifiée. Supposons γ Ć Ui pour tout i “ 1, 2. On
construit d’abord une subdivision 0 “ t0 ă t1 ă ¨ ¨ ¨ ă tN “ 1 de r0, 1s tel que chaque rti, ti`1s est envoyé par
γ dans un des Uj . En effet, par continuité de γ chaque t P r0, 1s a un voisinage Vt tel que γpVtq est contenu
dans un des Uj . Par compacité, r0, 1s est recouvert par un nombre fini de tels Vt et les extrémités des Vt
donnent la subdivision adéquate. Quitte à supprimer des tk on peut supposer que si γprti, ti`1sq Ă Uj , alors
γprti`1, ti`2sq Ć Uj . Ainsi, γptiq P U1 XU2 pour tout i. Pour i “ 0, . . . , N´1, notons γi le chemin γtiti`1 (obtenu
en reparamétrant sur r0, 1s la restriction γ|rti,ti`1sq. Soit ci un chemin dans U1 X U2 de γpti`1q à x. On a alors

γ „ pγ0c0qpc´1
0 γ1c1qpc´1

1 γ2c2q ¨ ¨ ¨ pc´1
N´2γN´1cN´1qpc´1

N´1γN q

une concaténation de lacets basés en x, chacun contenu dans U1 ou dans U2.

Ce résultat peut être généralisé à X “
Ť

Ui si les Ui sont simplement connexes, Ui XUj est connexe par arc
pour tout i, j et il existe x appartenant à tous les Ui.

Corollaire 3.2.0.5. Pour tout entier n ě 2, la sphère Sn est simplement connexe.

Démonstration. Soit S,N les pôles sud et nord de Sn. On pose U1 “ SnztSu et U2 “ SnztNu. Ainsi, U1 et U2

sont homéomorphes à Rn donc simplement connexes. De plus, U1 X U2 est connexe par arc si n ě 2 (mais pas
pour n “ 1). On applique le théorème 3.2.0.3.
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3.3 Effet d’applications continues
Définition 3.3.0.1 (Morphisme induit). Soit f : X Ñ Y continue entre deux espaces connexes par arc. Pour
x0 P X, on définit un morphisme de groupes dit morphisme induit par f , noté f˚ : pour tout rαs P π1pX,x0q,

f˚ : π1pX,x0q Ñ π1pY, fpx0qq

rαs ÞÑ rf ˝ αs

L’application est bien définie car α „ β ñ f ˝ α „ f ˝ β. C’est bien un morphisme de groupes car

f˚prαsrβsq “ f˚prαβsq “ rf ˝ pαβqs

“ rpf ˝ αqpf ˝ βqs “ rf ˝ αsrf ˝ βs

“ f˚prαsqf˚prβsq

On l’appelle morphisme induit par f . On voit immédiatement que pIdXq˚ “ Idπ1pX,xq.

Remarque 3.3.0.2. Attention ! Cependant, f injective n’implique pas f˚ injective (considérer S1 Ñ R2) et f
surjective n’implique pas f˚ surjective (considérer R Ñ S1).

Définition 3.3.0.3. Deux applications continues f0, f1 : X Ñ Y sont homotopes pf0 „ f1q s’il existe H : X ˆ

r0, 1s Ñ Y continue telle que Hp¨, 0q “ f0p¨q et Hp¨, 1q “ f1p¨q. On appelle H une homotopie de f0 à f1

Si on note fsptq “ Hpt, sq, on pense à s ÞÑ fs comme à une déformation continue de f0 en f1. Précisément :

Exercice 3.3.0.4. On munit l’espace CpX,Y q des fonctions continues X Ñ Y de la topologie compacte ouverte,
engendrée par les

V pK,Uq “ tf P CpX,Y q; fpKq Ă Uu

où K Ă X parcourt les compacts et U Ă Y les ouverts. On suppose X localement compact. Montrer qu’une
homotopie H est continue si et seulement si s ÞÑ fs P CpX,Y q est continue.

On pourra noter simplement fs : X Ñ Y une homotopie où fs “ Hp¨, sq.

Proposition 3.3.0.5 (Propriétés du morphisme induit). Soit X,Y, Z connexes par arc et soit x0 P X.
(i) Si f : X Ñ Y et g : Y Ñ Z continue alors

pg ˝ fq˚ “ g˚ ˝ f˚.

(ii) Soit fs : X Ñ Y une homotopie et γ le chemin s ÞÑ fspx0q parcourue par l’image d’un point base x0 P X,
alors pf1q˚ “ γ# ˝ pf0q˚

π1pY, f0px0qq

π1pX,x0q

π1pY, f1px0qq

γ# »

pf0q˚

pf1q˚

Remarque 3.3.0.6. (1) Le point (i) peut s’appliquer en particulier à un homéomorphisme f : X Ñ Y et
f´1 : Y Ñ X tel que

f˚ ˝ pf´1q˚ “ pf ˝ f´1q˚ “ pIdq˚ “ Id “ pf´1q˚ ˝ f˚

donc que f˚ : π1pX,xq Ñ π1pY, fpxqq est un isomorphisme de réciproque pf´1q˚. Deux espaces homéomorphes
ont des groupes fondamentaux isomorphes.
(2) Le point (ii) dit que deux applications homotopes induisent le même morphisme modulo un isomorphisme
prenant en compte le changement éventuel de l’image du point base d’une application à l’autre. Si f0px0q “

f1px0q et l’homotopie H fixe cette image (i.e. Hpx0, sq “ f0px0q “ fspx0q pour tout s P r0, 1s on dit que fs est
une homotopie relative à tx0u), alors pf0q˚ “ pf1q˚. Deux applications homotopes relativement au point base
induisent le même morphisme.

Démonstration. (i) Soit rαs P π1pX,x0q, on a alors

pg ˝ fq˚prαsq “ rg ˝ f ˝ αs “ g˚prf ˝ αsq “ g˚pf˚prαsq.

(ii) Soit rαs P π1pX,x0q, il s’agit de montrer que

pf1q˚prαsq “ rf1 ˝ αs “ γ# ˝ pf0q ˝ prαsq “ rγ´1pf0 ˝ αqγs
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autrement dit que
f1 ˝ α „ γ´1pf0 ˝ αqγ

soit aussi
γpf1 ˝ αqγ´1 „ f0 ˝ α. (3.1)

On construit une homotopie entre ces lacets fixant le point base f0px0q comme suit. Notons que fs ˝ α est un
lacet basé en fspx0q “ γpsq. Soit γs le chemin de f0px0q à fspx0q obtenu en reparamétrant γ|r0,ss sur r0, 1s :
explicitement, γsptq “ γpstq. En particulier, γ0 est constant égal à ef0px0q et γ1 “ γ. Ainsi, les concaténations

s ÞÑ γspfs ˝ αqγ´1
s

définissent une homotopie de lacets (voir continuité ci-dessous). En s “ 0, on a

ef0px0qpf0 ˝ αqe´1
f0px0q

„ f0 ˝ α

et en s “ 1, on a exactement γpf1 ˝ αqγ´1.

Lemme 3.3.0.7 (Continuité de la concaténation à paramètres). Soit X un espace topologique et soit
pt, sq P r0, 1s2 ÞÑ αsptq, βsptq P X continues tel que αsp1q “ βsp0q pour tout s P r0, 1s, alors

pt, sq ÞÑ pαsβsqptq

est continue.

Démonstration. On a
pαsβsqptq “

"

αsp2tq pt P r0, 1{2sq

βsp2pt´ 1{2qq pt P r1{2, 1sq

qui est continue par recollement d’applications continues sur les fermés r0, 1{2s ˆ r0, 1s et r1{2, 1s ˆ r0, 1s (sur
l’intersection t1{2u ˆ r0, 1s, on a αsβsp1{2q “ αsp1q “ βsp0q).

Dans beaucoup de situations, il n’est pas nécessaire d’avoir un homéomorphisme X Ñ Y pour conclure que
π1pXq » π1pY q. La notion plus malléable d’équivalence d’homotopie suffit.

Définition 3.3.0.8 (Équivalence d’homotopie). On dit que f : X Ñ Y continue est une équivalence d’ho-
motopie s’il existe g : Y Ñ X continue telle que f ˝ g „ IdY et g ˝ f „ IdX . On dit alors que X et Y ont même
type d’homotopie.

En quelque sorte g est une réciproque de f à homotopie près. Cela ne demande pas que f soit injective ou
surjective.

Exemple 3.3.0.9. L’inclusion f : x P S1 ÞÑ x P R2
zt0u est une équivalence d’homotopie, sa réciproque à

homotopie près étant gpxq “ x
}x}

. En effet, on a trivialement g ˝ f “ IdS1 . Réciproquement, f ˝ gpxq “ x
}x}

est
homotope à l’identité R2

zt0u Ñ R2
zt0u via Hpx, sq “ sx` p1 ´ sq x

}x}
.

Proposition 3.3.0.10 (Même type d’homotopie ñ π1 isomorphes). Si f : X Ñ Y est une équivalence
d’homotopie, alors f˚ : π1pX,xq Ñ π1pY, fpxqq est un isomorphisme. Par conséquent, des espaces ayant même
type d’homotopie ont des groupes fondamentaux isomorphes.

Ainsi, π1pS1q » π1pR2
zt0uq.

Démonstration. Soit g : Y Ñ X tel que f ˝ g „ IdY et g ˝ f „ IdX . On déduit de la proposition 3.3.0.5 que
g˚ ˝ f˚ “ pg ˝ fq˚ “ γ# ˝ pIdXq˚ (où γ est un chemin de x à gpfpxqqq qui est un isomorphisme, donc f˚ est
injective. Le même raisonnement avec f ˝ g prouve que f˚ est surjective.

Exemple 3.3.0.11. (1) La formule dans l’exemple 3.3.0.9 montre que Sn et Rn`1
zt0u ont même type d’homo-

topie. On déduit de la simple connexité de Sn pour n ě 2 que π1pRn`1
zt0uq “ 0 si n ě 2.

(2) L’inclusion f : x P S1 ÞÑ px, 0q P S1 ˆ R est une équivalence d’homotopie. Ainsi, le cylindre et le cercle ont
même type d’homotopie.
(3) Le ruban de Moebius a le type d’homotopie d’un cercle (exercice).
(4) Un espace X est contractile s’il a le type d’homotopie d’un point. C’est en particulier le cas d’un espace
convexe. Si X est contractile, alors π1pXq “ 0.

Exercice 3.3.0.12. Montrer qu’une couronne

C “ tz P C; r1 ă |z| ă r2u

a le type d’homotopie d’un cercle.

Exercice 3.3.0.13. Montrer que le demi-plan fermé Rˆr0,8r n’est pas homéomorphe à R2 (en utilisant
π1pS1q ‰ 0q.
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3.4 Homotopie et revêtement

On rappelle que p : rX Ñ X continue surjective est un revêtement si pour tout x P X, il existe un voisi-
nage U de x tel que p´1pUq soit une union disjointe d’ouverts Ui (avec i P I) et chaque p : Ui Ñ U est un
homéomorphisme. On appelle un tel U un voisinage élémentaire et un Ui un relevé de U .

Définition 3.4.0.1 (Relevé d’une application). Si f : Y Ñ X est une application continue, on appelle relevé
de f une application rf : Y Ñ rX telle que p ˝ rf “ f .

rX

Y X

p
rf

f

Il est clair que si deux applications rf, rg : Y Ñ rX sont homotopes, leur composée p ˝ rf, p ˝ rg : Y Ñ X sont
homotopes (composer p avec l’homotopie). Une propriété fondamentale des revêtements est qu’on peut souvent
faire l’opération inverse : relever deux applications f, g homotopes en des relevés rf, rg homotopes. C’est le cas
en particulier pour des chemins et leurs homotopies.

Théorème 3.4.0.2 (Relèvement des chemins et homotopies). Soit p : rX Ñ X un revêtement, x0 P X et
rx0 P p´1px0q.
(i) Pour tout chemin γ : r0, 1s Ñ X d’origine x0, il existe un unique chemin relevé rγ : r0, 1s Ñ rX d’origine rx0.

rX

r0, 1s X

p
rγ

γ

(ii) Pour toute homotopie H : r0, 1s2 Ñ X de chemins d’origine x0, il existe une unique homotopie relevée
rH : r0, 1s2 Ñ rX de chemins d’origine rx0.

rX

r0, 1s2 X

p
ĂH

H

Cela dit qu’étant donnés deux chemins homotopes α, β d’origine x0, leur unique relevés rα, rβ d’origine rx0
sont homotopes. Le théorème 3.4.0.2 découle du résultat plus général suivant :

Théorème 3.4.0.3. Soit p : rX Ñ X un revêtement. Étant donné F : Y ˆr0, 1s Ñ X continue et rF0 : Y ˆt0u Ñ rX

un relevé de F|Y ˆt0u, il existe un unique relevé continue rF : Y ˆ r0, 1s Ñ rX de F égal à rF0 en restriction à
Y ˆ t0u.

rX

Y ˆ t0u X

p
rF0

F|Y ˆt0u

rX

Y ˆ r0, 1s X

p
rF

F

La partie (i) du théorème 3.4.0.2 suit de 3.4.0.3 appliqué au point Y “ tx0u, F py0, tq “ γptq et rF0px0, 0q “ rx0.
Pour la partie (ii), on pose γptq “ Hpt, 0q. Soit rγ le chemin relevé obtenu en (i), alors on prend F “ H et rF0 “ rγ.
On obtient un unique relevé rH :“ rF de F “ H. Les restrictions de rF à t0u ˆ r0, 1s et t1u ˆ r0, 1s sont des relevés
de chemins constants s ÞÑ Hp0, sq et s ÞÑ Hp1, sq donc sont constants par unicité du (i). Ainsi, rH est bien une
homotopie de chemins ( rH fixe origines et extrémités).

Avant de prouver le théorème 3.4.0.3, on définit la notion d’ouvert élémentaire et on démontre une propriété
d’unicité des relèvements.

Définition 3.4.0.4 (Ouvert élémentaire). Soit X un espace topologique. Soit U Ă X un ouvert. On dit
que U est un ouvert élémentaire si p´1pUq “

Ť

iPI

Ui avec les Ui ouverts disjoints et les p : Ui Ñ U sont des

homéomorphismes.

Proposition 3.4.0.5 (Propriété du relêvement unique). Soit p : rX Ñ X un revêtement, f : Y Ñ X

continue et deux relevés rf0, rf1 : Y Ñ rX de f coïncidant en un point y0 P Y . Si Y est connexe, alors rf0 “ rf1.

Démonstration. Montrons que A :“ ty P Y ; rf0pyq “ rf1pyqu est ouvert et fermé. Par hypothèse, A est non vide.
Soit y P A, x “ fpyq P X et rx “ f0pyq “ f1pyq. Soit U un voisinage élémentaire contenant x, rU un relevé de U
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contenant rx. Par continuité des rfi, il existe un voisinage V de y tel que fipV q Ă rU pour i “ 0, 1. Comme p
| rU

est injective, p ˝ f0 “ f “ p ˝ f1 sur V implique que rf0 “ rf1 sur V . En outre, V Ă A et A est ouvert. Soit y R A,
alors rf0pyq ‰ rf1pyq. Soit U un voisinage élémentaire de fpyq, alors il existe des relevés rUi de U contenant les
rfipyq. Nécessairement, rU0 ‰ rU1, donc rU0 X rU1 “ ∅. Par continuité des rfi, il existe un voisinage V de y tel que
rfipV q Ă rUi. En particulier, rf0pzq ‰ rf1pzq pour tout z P V , prouvant que V Ă Y zA et que A est fermé.

Démonstration du théorème 3.4.0.3. On commence par construire, pour tout y P Y , un relevé rF : Vyˆr0, 1s Ñ X
pour un certain voisinage Vy Ă Y de y. Fixons y. Par continuité de F , chaque py, sq a un voisinage Vs ˆ pas, bsq

tel que F pVs ˆ pas, bsqq est contenu dans un voisinage élémentaire de F py, sq. Par compacité de tyu ˆ r0, 1s, on
peut recouvrir tyu ˆ r0, 1s par un nombre fini de tels voisinages. On peut donc trouver un voisinage V de y
et 0 “ s0 ă s1 ă ¨ ¨ ¨ ă sN “ 1 tel que chaque F pV ˆ rsi, si`1sq soit contenu dans un voisinage élémentaire.
Supposons rF construit sur V ˆr0, sis, coïncidant avec rF0 sur V ˆt0u. Soit U un voisinage élémentaire contenant
F pV ˆ rsi, si`1sq. Il existe un unique relevé rU de U , homéomorphe à U via p, contenant rF py, siq. Quitte à
rapetisser V , on peut supposer que rF pV ˆ tsiuq Ă rU . On définit rF “ p´1

rU
˝ F sur V ˆ rsi, si`1s. Après un

nombre fini d’étapes, on obtient un relevé rF : Vy ˆr0, 1s Ñ rX. La proposition 3.4.0.5 implique l’unicité du relevé
rF sur tzuˆr0, 1s pour z P Vy. Deux relevés ainsi construits sur Vy ˆr0, 1s et Vy1 ˆr0, 1s coïncident sur tzuˆr0, 1s

pour tout y P V X V 1, donc sur pV X V 1q ˆ r0, 1s. Il s’ensuit qu’il existe un relevé rF : Y Ñ rX, continu puisque
continu sur chaque ouvert Vy ˆ r0, 1s et unique puisque unique sur chaque tyu ˆ r0, 1s.

Corollaire 3.4.0.6. Soit p : rX Ñ X un revêtement, x P X et rx0 P p´1px0q. Le morphisme induit p˚ : π1p rX, rx0q Ñ

π1pX,x0q est injectif.

Démonstration. Soit rα un lacet de rX d’origine rx0 tel que p˚prrαsq “ 0. Ceci signifie que p ˝ rα “ α est un lacet
de X homotope à un lacet constant. En relevant une telle homotopie, on obtient une homotopie de rα vers un
lacet constant, i.e. rrαs “ 0.

Corollaire 3.4.0.7. Soit p : rX Ñ X un revêtement, x0 P X et rx0 P p´1px0q. On suppose rX simplement connexe.
L’application

d : π1pX,x0q Ñ p´1px0q

rαs ÞÑ rαp1q

où rα est l’unique relevé de α d’origine rx0, est alors une bijection.

Démonstration. L’application d est bien définie car p ˝ rαp1q “ αp1q “ x0 et si β „ α, alors une homotopie de
β à α se relève à partir de rx0 en une homotopie entre rβ et rα. En particulier, rβp1q “ rαp1q. L’application est
surjective : étant donné rx P p´1px0q, on se donne un chemin γ dans rX de rx0 à rx. On a alors que α “ p ˝ γ est
un lacet en x0 et son relevé rα à partir de rx0 est égal à γ par unicité du relevé. Ainsi, dprαsq “ rαp1q “ γp1q “ rx.
Observons que rαs ne dépend pas du chemin γ choisi. En effet, soit β un autre chemin de rx0 à rx. Par simple
connexité de rX, on a γ „ β, donc p˝γ „ p˝β i.e. rαs “ rp˝γs “ rp˝βs. L’application rx P p´1px0q ÞÑ π1pX,x0q

ainsi définie est la réciproque de d, prouvant que d est injective.

Théorème 3.4.0.8 (π1p rX{G, x0q » G). Soit rX simplement connexe et G un groupe agissant par homéo-
morphisme sur rX de manière totalement discontinue et séparante. Soit x0 P X :“ rX{G, alors π1pX,x0q est
isomorphe à G.

Démonstration. Notons p : rX Ñ rX{G “ X la projection, c’est un revêtement. Fixons rx0 P p´1px0q. On construit
un morphisme ϕ : π1pX,x0q Ñ G. D’après 3.4.0.7, on a une bijection d : π1pX,x0q Ñ p´1px0q ; rαs ÞÑ rαp1q où rα
est l’unique relevé de α d’origine rx0. Puisque G agit de manière totalement discontinue, il agit sans point fixe.
À rx P X fixé, l’application g P G ÞÑ grx P Grx est une bijection. Appliquant cela à rx0 et Grx0 “ p´1px0q, on
associe à rαp1q l’unique g P G tel que rαp1q “ grx0. Ainsi, ϕprαsq est l’unique g P G tel que rαp1q “ grx0. C’est une
bijection, reste à voir que c’est un morphisme de groupe. Soit α1, α2 des lacets en x0, rα1 et rα2 leur relevés à
partir de rx0. Soit g1 “ ϕprα1sq i.e. g1rx0 “ rα1p1q et g2 “ ϕprα2sq i.e. g2rx0 “ rα2p1q. Observons que g1 ˝ rα2 est
un chemin d’origine g1rx0 “ rα1p1q, donc le chemin concaténé rα1pg1 ˝ rα2q est bien défini. C’est un relevé du lacet
α1α2, l’unique d’origine rx0. Son extrémité est g1prα2p1qq “ g1g2rx0. On voit donc que

ϕprα1α2sqrx0 “ prα1pg1 ˝ rα2qqp1q “ g1prα2p1qq “ g1g2rx0 “ ϕprα1sqϕprα2sqrx0.

Comme l’action est sans point fixe, on conclut ϕprα1, α2sq “ ϕprα1sqϕprα2sq.

Corollaire 3.4.0.9. On déduit les groupes fondamentaux suivants :

π1pS1q “ Z π1pP2
q “ Z {2Z π1pT2

q “ Z2 π1pK2
q “ Z¸Z .
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En rappelant que π1pS2q “ 0, on voit que les espaces S2,P2,T2 et K2 sont homéomorphiquement distincts.

Remarque 3.4.0.10 (Revêtement universel). La situation du théorème 3.4.0.8 semble très particulière,
elle est en fait très générale. Un résultat important, qu’on n’abordera pas, dit que tout espace X connexe par
arc, localement connexe par arc, semi-localement connexe par arc (i.e. tout point x P X a un voisinage U
tel que l’inclusion π1pU, xq Ñ π1pX,xq est triviale), a un revêtement p : rX Ñ X par un espace simplement
connexe rX (appelé revêtement universel de X) muni d’une action par homéomorphisme de π1pX,x0q tel que
X » rX{π1pX,x0q. Le revêtement universel de S2 et P2 est S2, pour toutes les autres surfaces, c’est R2.

3.5 Applications du calcul de π1pS
1q

Théorème 3.5.0.1 (Fondamental de l’algèbre). Tout polynôme P P CrXs non constant a au moins une
racine dans C.

Démonstration. Exercice de TD.

Théorème 3.5.0.2 (Point fixe de Brouwer). Tout application continue h : D2
Ñ D2 a au moins un point

fixe i.e. un point x P D2 tel que hpxq “ x.

Démonstration. Par l’absurde, supposons h sans point fixe. On définit une application continue f : D2
Ñ S1,

tel que fpxq “ x sur S1 “ B D2, comme suit : fpxq est l’intersection avec S1 de la demi-droite rhpxq, xq issue
de hpxq contenant x. Notons i : S1 Ñ D2 l’inclusion. On a f ˝ i “ Id sur S1, donc f˚ ˝ i˚ “ Id sur π1pS1, 1q par
3.3.0.5. Ceci implique que f˚ : π1pD2, 1q Ñ π1pS1, 1q est surjective, ce qui est absurde puisque π1pD2, 1q “ 0
alors que π1pS1, 1q “ Z.

Exercice 3.5.0.3 (en TD). Montrer que sont équivalents :
(1) Sn n’est pas contractile.
(2) (Brouwer) Toute application continue Bn`1

Ñ Bn`1 a un point fixe.
(3) (Borsuk) Il n’existe pas d’application continue r : Bn`1

Ñ Sn qui fixe tout x P Sn.

Théorème 3.5.0.4 (Borsuk-Ulam en dimension 2). Toute application continue f : S2 Ñ R2 admet une
paire de point antipodaux x et ´x tel que fpxq “ fp´xq. En particulier, il n’existe pas d’application continue
injective S2 Ñ R2.

Démonstration. Exercice de TD.

3.6 Théorème de Van Kampen
Heuristique : On veut calculer par exemple la somme connexe π1pT2 #T2, xq. On peut voir T2 #T2

comme une réunion V1 YV2 obtenue en recollant deux copies de T2
zD (avec D un disque plongé) sur leur bord,

de sorte que V1 X V2 “ BV1 “ BV2 „ S1 est l’image du bord. Prenons x P V1 X V2. Un lacet α basé en x est
homotope à un produit de lacets α1 ¨ ¨ ¨αN chacun contenu dans V1 ou V2 (cf. preuve du théorème 3.2.0.3). Ainsi,
π1pV1 YV2, xq doit être en relation avec une sorte de « produit » des groupes π1pV1, xq et π1pV2, xq. Si α est dans
V1 X V2, on a le choix de l’envoyer dans π1pV1, xq ou dans π1pV2, xq. Plutôt que de choisir de manière arbitraire
(et pas canonique) un des groupes, on peut l’envoyer dans les deux, quitte à identifier ensuite les images dans
le « produit » des deux groupes, en faisant le quotient adéquat. C’est ce que dira le théorème de Van Kampen.
La première étape est d’introduire la notion de produit adéquate, celle de produit libre de groupes.

3.6.1 Produit libre de groupes et groupe libre

Soit pGαqα une famille de groupes. Leur produit libre ˚αGα est le groupe défini comme suit.
Ensemblistement :

˚αGα “

"

g1g2 ¨ ¨ ¨ gm; gi P
ď

α

pGαzeαq pgi P Gα ñ gi`1 R Gαq p@m ě 0q

*

i.e. l’ensemble des mots g1g2 ¨ ¨ ¨ gm de longueur arbitraire m ě 0 finie, où chaque lettre gi appartient à un des
Gα, n’est pas neutre et où deux lettres consécutives gi et gi`1 appartiennent à des groupes différents. De tels
mots sont dits réduits. Le mot vide est autorisé, ce sera l’identité.

Exemple 3.6.1.1. Si G1 “ Z est engendrée par a (avec la notation multiplicative Z “ tak; k P Zu) et G2 “ Z
est engendré par b alors ˚2 Z (qu’on note plutôt Z ˚Z) le mot a2b´3ab est réduit mais a2b´3bb ne l’est pas.
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Loi de groupe : Elle est simplement définie par juxtaposition et réductions itérées. On pose que

pg1 ¨ ¨ ¨ gmqph1 ¨ ¨ ¨hnq “ g1 ¨ ¨ ¨ gmh1 ¨ ¨ ¨hn

si gm et h1 n’appartiennent pas au même Gα. Si gm, h1 P Gα on considère l’élément pgmh1q P Gα et si
pgmh1q ‰ eα, on pose

pg1 ¨ ¨ ¨ gmqph1 ¨ ¨ ¨hnq “ g1 ¨ ¨ ¨ gm´1pgmh1qh2 ¨ ¨ ¨hn P ˚αGα

qui est réduit. Si pgmh1q “ eα, alors on le supprime et on réitère l’opération ci-dessus avec pg1 ¨ ¨ ¨ gm´1qph2 ¨ ¨ ¨hnq.
Après un nombre fini d’itérations on obtient un mot réduit, possiblement vide si on part de pg1 ¨ ¨ ¨ gmqpg´1

m ¨ ¨ ¨ g´1
1 q.

Ainsi dans Z ˚Z,
pa2b´3qpb2q “ a2b´1.

Pour vérifier qu’on a un groupe, la seule chose délicate est l’associativité.

Lemme 3.6.1.2. La loi précédemment définie sur ˚αGα est associative.

Démonstration. Soit M “ ˚αGα l’ensemble des mots réduits. À chaque g P Gα, on associe

Lg : M Ñ M, g1g2 ¨ ¨ ¨ gm ÞÑ

"

pgg1qg2 ¨ ¨ ¨ gm si g1 P Gα

gg1g2 ¨ ¨ ¨ gm si g1 R Gα

Cette application vérifie Lgg1 “ Lg ˝ Lg1 pour tout g, g1 P Gα puisque pgg1qg1 “ gpg1g1q dans Gα. Il s’ensuit
que Lg est bijective d’inverse Lg´1 . Tout ceci montre que g ÞÑ Lg définit un morphisme de groupes Gα Ñ

BijpMq. On définit alors L : M Ñ BijpMq par Lpg1 ¨ ¨ ¨ gmq “ Lg1 ˝ ¨ ¨ ¨ ˝ Lgm . L’application est injective car
Lpg1, . . . , gmqp∅q “ g1 ¨ ¨ ¨ gm. La formule Lgg1 “ Lg ˝ Lg1 implique que la loi définie sur M correspond via L à
la composition dans BijpMq. Comme la composition est associative dans BijpMq, on conclut que la loi de M
est associative.

Exercice 3.6.1.3. (1) Montrer que dans ˚αGα

g1 ¨ ¨ ¨ gm “ h1 ¨ ¨ ¨hn ô m “ n et gi “ hi p@i “ 1, . . . ,mq.

(2) Soit G,H des groupes non triviaux. Montrer que le centre de G ˚H est trivial et que les éléments de G ˚H
d’ordre fini sont les conjugués d’éléments d’ordre fini de G ou de H.

Notons iα : Gα Ñ ˚αGα les morphismes injectifs envoyant eα sur le mot vide et g P Gα sur le mot formé de
la lettre g. Ils permettent d’identifier naturellement les Gα avec les sous-groupes iαpGαq. La réunion des iαpGαq

engendre ˚αGα et chaque intersection iαpGαq X iβpGβq est réduite au mot vide (le neutre) quand α ‰ β. Le
produit libre de groupe est caractérisé par la propriété fondamentale d’extension suivante :

Proposition 3.6.1.4 (Propriété universelle d’unique extension). Étant donné un groupe H et des
morphismes ϕα : Gα Ñ H, il existe un unique morphisme ϕ : ˚α Gα Ñ H tels que ϕ ˝ iα “ ϕα pour tout α.

Gα

˚αGα H

Gβ

iα

ϕα

ϕ

iβ

ϕβ

Cette propriété caractérise ˚αGα à isomorphisme près : si G est un groupe muni de morphismes jα : Gα Ñ G
tels que la réunion des jαpGαq engendre G et G a la propriété d’unique extension (remplaçant ci-dessus les iα
par jα et ˚αGα par G) alors les jα sont injectifs et G est isomorphe à ˚αGα.

Démonstration. D’abord l’unicité. Si ϕ : ˚α Gα Ñ H est un morphisme vérifiant ϕ ˝ iα “ ϕα pour tout α, alors
pour tout mot (réduit) g1 ¨ ¨ ¨ gm P ˚αGα, on a

ϕpg1 ¨ ¨ ¨ gmq “ ϕα1pg1q ¨ ¨ ¨ϕαmpgmq

où gi P Gαi
, ce qui caractérise ϕ uniquement. On définit ϕ par cette formule, il reste à vérifier que c’est un

morphisme. Considérons le produit pg1 ¨ ¨ ¨ gmqpgm`1 ¨ ¨ ¨ gm`nq de mots réduits. Si αm ‰ αm`1, on a

ϕppg1 ¨ ¨ ¨ gmqpgm`1 ¨ ¨ ¨ gm`nqq “ ϕpg1 ¨ ¨ ¨ gmgm`1 ¨ ¨ ¨ gm`nq

“ ϕα1
pg1q ¨ ¨ ¨ϕαm

pgmqϕαm`1
pgm`1q ¨ ¨ ¨ϕαm`n

pgm`nq

“ ϕpg1 ¨ ¨ ¨ gmqϕpgm`1 ¨ ¨ ¨ gm`nq.
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Sinon, αm “ αm`1, alors gmgm`1 P Gαm
. En utilisant que ϕαm

est un morphisme, si gmgm`1 ‰ e, on écrit

ϕppg1 ¨ ¨ ¨ gmqpgm`1 ¨ ¨ ¨ gm`nqq “ ϕpg1 ¨ ¨ ¨ gm´1pgmgm`1qgm`2 ¨ ¨ ¨ gm`nq

“ ϕα1
pg1q ¨ ¨ ¨ϕαm´1

pgm´1qϕαm
pgmgm`1qϕαm`2

pgm`2q

¨ ¨ ¨ϕαm`n
pgm`nq

“ ϕα1
pg1q ¨ ¨ ¨ϕαm´1

pgm´1qϕαm
pgmqϕαm`1

pgm`1qϕαm`2
pgm`2q

¨ ¨ ¨ϕαm`n
pgm`nq

“ ϕpg1 ¨ ¨ ¨ gmqϕpgm`1 ¨ ¨ ¨ gm`nq.

Si gmgm`1 “ e, alors ϕαmpgmqϕαm`1pgm`1q “ eH . Si αm´1 ‰ αm`2, alors

ϕppg1 ¨ ¨ ¨ gmqpgm`1 ¨ ¨ ¨ gm`nqq “ ϕpg1 ¨ ¨ ¨ gm´1gm`2 ¨ ¨ ¨ gm`nq

“ ϕα1pg1q ¨ ¨ ¨ϕαm´1pgm´1qϕαm`2pgm`2q ¨ ¨ ¨ϕαm`npgm`nq

“ ϕα1pg1q ¨ ¨ ¨ϕαm´1pgm´1qϕαmpgmqϕαm`1pgm`1qϕαm`2pgm`2q

¨ ¨ ¨ϕαm`npgm`nq

“ ϕpg1 ¨ ¨ ¨ gmqϕpgm`1 ¨ ¨ ¨ gm`nq.

Après itérations éventuelles, on conclut que ϕ est un morphisme. On montre que la propriété d’extension
caractérise le produit libre en considérant la diagramme suivant

Gα

˚αGα G ˚αGα

Gβ

jα
iα

iα

j i

iβ
jβ

iβ

où i et j sont les morphismes universels étendant les iα et jα respectivement. D’abord, jα est injectif car
i ˝ jα “ iα est injectif. Montrons que i est surjective et pour cela que i ˝ j “ Id (ce qui prouve aussi que j est
injective). On a pour tout g1 ¨ ¨ ¨ gm P ˚αGα,

i ˝ jpg1 ¨ ¨ ¨ gmq “ i ˝ jpiα1
pg1q ¨ ¨ ¨ iαm

pgmqq

“ i ˝ jpiα1
pg1qq ¨ ¨ ¨ i ˝ jpiαm

pgmqq

“ iα1
pg1q ¨ ¨ ¨ iαm

pgmq

“ g1 ¨ ¨ ¨ gm

donc i ˝ j “ Id. Cet argument n’utilise pas que g1 ¨ ¨ ¨ gm est réduit, uniquement que ˚αGα est engendré par les
iαpGαq. Inversant le rôle de G et de ˚αGα, on obtient que j ˝ i “ Id, donc que i est injective.

Définition 3.6.1.5 (Groupe libre). On appelle groupe libre un produit libre ˚α Z de copies de Z (en nombre
fini ou infini).

Corollaire 3.6.1.6. Tout groupe est le quotient d’un groupe libre.

Démonstration. Soit H un groupe quelconque. On se donne une famille taαuαPI de générateurs de H (en prenant
éventuellement tous les éléments de H). Pour chaque α P I, on pose que Gα “ Z où on note aα P Gα l’élément
générateur ppGα, ¨q » pZ,`q ; aα ÞÑ 1 P Zq. Soit L “ ˚αGα leur produit libre. On définit ϕα : Gα Ñ H par
ϕαpaαq “ aα, de sorte que ϕαpGαq est le sous-groupe de H engendré par aα. Leur réunion engendre H, donc
le morphisme universel ϕ : L Ñ H vérifiant ϕ ˝ iα “ ϕα est surjectif. Il s’ensuit par factorisation que H est
isomorphe à L{N où N “ Kerpϕq Ă L :

L H

L{N

ϕ

ϕ

Description courte d’un groupe - présentation par générateurs et relations : L’écriture L{N de
tout groupe H réduit sa description à celle de L et N . Évidemment, on voudrait des descriptions les plus courtes
possibles. Par définition, le groupe libre L “ Lpai, i P Iq est déterminé par un choix de générateur ai de H (ils
deviennent les générateurs de L). Reste à décrire N Ă L. Comme c’est un sous-groupe distingué, plutôt que de
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donner ses générateurs, on procède comme suit. Soit prjqjPJ une famille d’éléments de L. Les rj sont des mots
en les ai qu’on appelle les relations. On note N prj , j P Jq le plus petit sous-groupe distingué de L contenant les
rj . Cela raccourcit beaucoup la description : dans Z ˚Z “ Lpa, bq, les générateurs de N pbq sont

b, aba´1, a2ba´2, . . . .

Exercice 3.6.1.7. Si S est une partie d’un groupe G, alors N pSq (le plus petit sous-groupe distingué de G
contenant S) est engendré par les conjugués des éléments de S.

On appellera N pSq le sous-groupe distingué engendré par S (mais cela ne veut pas dire que S est une partie
génératrice).

Définition 3.6.1.8. Soit H un groupe. On dit que xai, i P I; rj , j P Jy est une présentation de H par générateurs
et relations si les ai engendrent H et si le morphisme universel ϕ : Lpai, i P Iq Ñ H induit un isomorphisme
Lpai, i P Iq{N prj , j P Jq » H.

On pense au rj comme aux relations par lesquelles il faut quotienter L pour obtenir H. Le corollaire 3.6.1.6
dit que tout groupe a une présentation par générateurs et relations.

La présentation n’est pas unique : Z “ xa; y “ xa, b; by “ xa, b, c; b, cy “ ¨ ¨ ¨

Exercice 3.6.1.9 (en TD). (1) Z {nZ “ xa; any ;
(2) Z2

“ xa, b; aba´1b´1y ;
(3) Zn

“ xa1, . . . , an; aiaja
´1
i a´1

j ,@i, jy.

3.6.2 Théorème de Van Kampen

Théorème 3.6.2.1 (Van Kampen). Soit X “ U1 YU2 où U1, U2 et U1 XU2 sont des ouverts connexes par arc
et soit x P U1 X U2. Soit ij : π1pU1 X U2, xq Ñ π1pUj , xq avec j “ 1, 2 les morphismes induits par l’inclusion
U1 X U2 Ă Uj . On a alors

π1pX,xq » pπ1pU1, xq ˚ π1pU2, xqq{N

où N “ N pi1pγqi2pγq´1; γ P π1pU1 X U2, xqq, i.e. N est le sous-groupe distingué engendré par les i1pγqi2pγq´1

pour γ P π1pU1 X U2, xq.

La relation i1pγqi2pγq´1 signifie que les lacets i1pγq et i2pγq, qui sont une image différente dans le produit
libre π1pU1q ˚ π1pU2q, sont identifiés dans π1pXq, ce qui est normal vu que c’est l’image d’un même lacet
γ Ă U1 X U2 Ă X.

Démonstration. La preuve est assez longue, nous n’en ferons qu’une partie. Considérons le diagramme

π1pU1, xq

π1pU1 X U2, xq π1pU1, xq ˚ π1pU2, xq π1pX,xq

π1pU2, xq

ϕ1i1

i2

ϕ

ϕ2

où les ϕj sont les morphismes induits par les inclusions Uj Ă X et ϕ est le morphisme universel donné par 1.2.5.1.
D’après le lemme 3.2.0.4, les images des ϕj engendrent π1pX,xq, donc le morphisme universel ϕ est surjectif.
Il s’ensuit que π1pX,xq » pπ1pU1, xq ˚ π1pU2, xqq{Kerpϕq. D’après la proposition 3.3.0.5, le morphisme ϕ1 ˝ i1,
induit par les inclusions U1 X U2 Ă U1 Ă X, est égal au morphisme induit par l’inclusion directe U1 X U2 Ă X.
Il en est de même pour ϕ2 ˝ i2, donc ϕ1 ˝ i1 “ ϕ2 ˝ i2. D’après le diagramme, on a donc ϕ ˝ i1 “ ϕ ˝ i2 i.e.
ϕpi1pγqi2pγq´1q “ 0 pour tout γ P π1pU1 X U2, xq. Ceci montre que N Ă Kerpϕq. Ceci prouve par factorisation
l’existence d’un morphisme surjectif

pπ1pU1, xq ˚ π1pU2, xqq{N Ñ π1pX,xq.

La partie la plus délicate de la preuve, que nous ne ferons pas, consiste à montrer l’injectivité de ce morphisme,
i.e. que N “ Kerpϕq.

En particulier :
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Corollaire 3.6.2.2. Sous les hypothèses du théorème de Van Kampen :
(i) Si U1 est simplement connexe, alors

π1pX,xq » π1pU2, xq{N

où N est le sous-groupe distingué engendré par l’image i2pπ1pU1 X U2, xqq.
(ii) Si U1 X U2 est simplement connexe, alors

π1pX,xq » π1pU1, xq ˚ π1pU2, xq.

Démonstration. (i) Puisque i1pγq “ 1 P π1pU1, xq “ t1u, le sous-groupe distingué N engendré par les i1pγqi1pγq´1

est engendré par l’image de i2, donc

π1pX,xq » pt1u ˚ π1pU2, xqq{N » π1pU2, xq{N .

(ii) Puisque π1pU1 X U2, xq “ t1u, on a N “ t1u

Deux exemples très simples pour tester la machinerie :

Le disque : On sait que X “ D2 est simplement connexe, donc que π1pD2
q “ t1u. Écrivons X “ U1 X U2

où U1 “ Bp0, 2rq pour 0 ă r ă 1{2 et U2 “ D zBp0, rq de sorte que U1 X U2 “ tz P D2; r ă |z| ă 2ru. Soit
x P U1 X U2. Notons a le générateur de π1pU1 X U2, xq “ Z et b le générateur de π1pU2, xq “ Z. Clairement,
i1paq “ 0 P π1pU1, xq “ 0 et i2paq “ ˘b P π1pU2, xq. Ainsi, N “ π1pU2, xq, d’où on a bien

π1pX,xq » π1pU2, xq{π1pU2, xq “ t1u.

Bouquet de cercles : Un bouquet de cercles est la somme pointée pS1 _ S1, xq de deux cercles, elle est
homéomorphe à l’union de deux cercles dans R2 tangents en un point.

Proposition 3.6.2.3. On a
π1pS1 _ S1, xq “ Z ˚Z .

Démonstration. Notons A l’un des cercle et B l’autre et soit x “ AXB. On peut se donner un voisinage U1 de
A et U2 de B tel que U1 a le type d’homotopie de A, U2 a le type d’homotopie de B et U1 XU2 est simplement
connexe. On a alors π1pUi, xq “ π1pS1q “ Z pour i “ 1, 2 et l’assertion découle du corollaire 3.6.2.2 (ii).

3.6.3 Applications

On peut recalculer le groupe fondamental du projectif. Détaillons cette nouvelle preuve, qui sera utile pour
calculer le groupe fondamental des surfaces Nh “ P2 # ¨ ¨ ¨#P2.

Proposition 3.6.3.1. Si x P P2, alors
π1pP2, xq » Z {2Z

Démonstration. Heuristique : P2 est la réunion d’un ruban de Moebius compact M (quotient de S1 ˆ r´1, 1s

par antipodie) et d’un disque fermé D le long de leur bord commun B M “ B D “: S » S1. Notons C le cercle
central du ruban (le quotient de S1 ˆ t0u). On a

π1pDq “ 0

π1pSq “ Z engendré par α parcourant une fois S
π1pMq “ Z engendré par β parcourant une fois C.

Dans M, le lacet α est librement homotope (i.e. sans fixer les extrémités) à un lacet parcourant deux fois
le cercle central C, donc α „ β2. Si i : π1pSq Ñ π1pMq est le morphisme induit par l’inclusion, on a donc
ipZq “ 2Z Ă Z et comme N pipZqq “ ipZq puisque Z est abélien, on obtient du corollaire 3.2.0.5 que π1pP2

q “

π1pMq{ipπ1pSqq “ Z {2Z.
‚ On nettoie maintenant cette idée, en travaillant avec des ouverts et en tenant compte des points base, ce qu’on
a allègrement négligé ci-dessus. On écrit P2 comme réunion d’un ruban de Moebius M (ouvert : quotient de
S1ˆ s ´1, 1r par antipodie) et d’un disque ouvert D, l’intersection M XD étant un cylindre isomorphe à S1 ˆ I.
En effet, P2

» S2{ „ où x „ ´x pour tout x P S2. En notant p : S2 Ñ P2 la projection (c’est un revêtement
de degré 2) et S2 “ tpz, tq P CˆR; |z|2 ` t2 “ 1u, on définit

ĂM “ S2 X t´3{4 ă t ă 3{4u M “ ppĂMq

rD “ S2 X t1{4 ă tu D “ pp rDq
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avec M un ruban de Moebius et D un disque (homéomorphe à rD via p). L’intersection MXD est homéomorphe
à ĂM X rD “ S2 X t1{4 ă t ă 3{4u “ une couronne (homéomorphe à S1ˆ s ´ 1, 1r).
‚ Notons rS la parallèle S2 ˆ tt “ 1{2u et S “ ppSq son image dans M X D. Fixons rx P rS et soit x “ pprxq P S.
Soit y “ pp1, 0q et soit C “ pptpeit, 0q; t P r0, πsuq le cercle central du ruban M , c’est l’image d’un demi-cercle
de S2 ˆ t0u. On a

π1pD,xq “ 0

π1pM XD,xq “ Z engendré par α parcourant une fois S
π1pM,yq “ Z engendré par β parcourant une fois C.

Écrivons α “ p ˝ rα où rα parcourt une fois le méridien rS. Écrivons β “ p ˝ rβ où rβptq “ peiπt, 0q avec t P r0, 1s,
parcourant une moitié de l’équateur. Soit rγ un chemin de ĂM joignant rx à ry et soit γ “ p˝rγ. Clairement, rγ´1

rαrγ
est homotope dans ĂM au cercle complet t ÞÑ pe2iπt, 0q avec t P r0, 1s, parcourant l’équateur i.e. au lacet rβp´rβq.
Composant avec p, on en déduit que γ´1αγ est homotope dans M à β2 (β parcouru 2 fois). Puisque α engendre
π1pM XD,xq et β engendre π1pM,yq, cela veut dire que

γ#pi˚p1qq “ 2 P π1pM,yq

et comme γ# : π1pM,xq Ñ π1pM,yq est un isomorphisme, on a

i˚p1q “ ˘2 P π1pM,xq

d’où N “ 2Z. On conclut via le corollaire 3.6.2.2 que

π1pP2, xq » π1pM,xq{N » Z {2Z .

Proposition 3.6.3.2 (π1 d’un tore percé). Soit D Ă T2
“ R2

{Z2 l’intérieur d’un disque fermé plongé dans
T2 et soit x P BD. (i) On a

π1pT2
zD,xq “ Z ˚Z “ Lpa, bq

et le groupe à deux générateurs. À changement de point base près, a et b sont les générateurs pr0, 1s ˆ t0uq{Z
et de pt1u ˆ r0, 1sq{Z respectivement.
(ii) Si α est un lacet générateur sur BD et i : BD Ñ T2

zD l’inclusion, alors

i˚prαsq “ ˘aba´1b´1 “ ˘ra, bs P π1pT2
zD,xq.

Démonstration. (i) Notons p : R2
Ñ R2

{Z2
“ T2 la projection (c’est un revêtement). On a alors que A “

ppr0, 1s ˆ t0uq est un cercle dans T2 ainsi que B “ ppt0u ˆ r0, 1sq. Ces deux cercles s’intersectent uniquement
en y :“ pp0, 0q, donc A Y B est homéomorphe à un bouquet de cercle S1 _ S1. On va montrer que T2

zD a le
type d’homotopie de A Y B, dont le groupe fondamental est Z ˚Z d’après la proposition 3.6.2.3. Notons que
T2

“ ppr0, 1s2q. Sans perte de généralité, on peut supposer que D est l’image par p d’un petit disque rD Ă r0, 1s2

centré sur le milieu m “ p1{2, 1{2q du carré. Clairement, r0, 1s2z rD a le type d’homotopie du bord Br0, 1s2 : on
définit une équivalence d’homotopie

r0, 1s2z rD
rr

Ñ Br0, 1s2
i

Ñ r0, 1s2z rD

en posant que rrpzq est l’intersection de la demi-droite issue de m contenant z avec le bord Br0, 1s2. Sur le bord,
r “ Id, donc r˝i “ Id trivialement et sur pr0, 1s2z rDqˆr0, 1s, l’application pz, sq ÞÑ Hpz, sq “ sz`p1´sqrrpzq réalise
une homotopie entre i ˝ rr et l’identité de r0, 1s2z rD. Un quotient et une factorisation induisent une équivalence
d’homotopie T2

zD Ñ AYB :

r0, 1s2z rD Br0, 1s2 r0, 1s2

T2zD AYB T2zD

p

rr

p

i

p

r i

Sans perte de généralité, on suppose que x P BD vérifie rpxq “ y (en prenant x “ pprxq où rx P B rD est l’intersection
de B rD avec la demi-droite passant par p0, 0q issue de m). Ainsi, on a l’isomorphisme

r˚ : π1pT2
zD,xq Ñ π1pAYB, yq » π1pS1 _ S1q “ Lpa, bq

où a correspond au générateur de π1pA, yq “ Z et b à celui de π1pB, xq “ Z. Si γ est le chemin joignant x à y
tel que rpγq “ y, il est clair que rpγaγ´1q “ a et rpγbγ´1q “ b. Il s’ensuit que π1pT2

zD,xq est engendré par
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γaγ´1 et γbγ´1. Si on pose c “ γaγ´1 et d “ γbγ´1, on a exactement π1pT2
zD,xq “ Lpc, dq.

(ii) Notons rα le lacet base en rx faisant une fois le tour de B rD, obtenu en relevant α. On peut supposer que
rα tourne dans le sens direct. Il est clair que rα est homotope dans r0, 1s2z rD, en tant qu’application (sans fixer
les extrémités, ça s’appelle une homotopie libre) à un lacet parcourant le bord Br0, 1s2 dans le sens direct.
Composant avec p, cela montre que α est librement homotope dans T2

zD à aba´1b´1. Si pour être plus précis
on veut fixer le point base x, on voit que α est homotope à

γaba´1b´1γ´1 „ γaγ´1γbγ´1γa´1γ´1γb´1γ´1 „ cdc´1d´1

en posant c “ γaγ´1 et d “ γbγ´1, i.e. on a rαs “ cdc´1d´1 “ rc, ds.

Remarque 3.6.3.3. On peut recalculer π1pT2, xq comme on l’a fait pour π1pP2
q en appliquant le théorème de

Van Kampen à la décomposition T2
“ T2

zD Y D. Comme D est simplement connexe et qu’on a calculé que
l’image de π1pBD,xq » Z dans π1pT2

zD,xq “ Lpc, dq est engendré par le commutateur rc, ds, on obtient donc

π1pT2, xq “ Lpc, dq{N pcdc´1d´1q “ xc, d; cdc´1d´1y

qui est le groupe libre abélien à deux générateurs, i.e. Z2.

On peut maintenant calculer le groupe fondamental de toutes les surfaces Σg “ T2 # ¨ ¨ ¨#T2, somme
connexe de g tores. On va considérer dans les arguments ci-dessus des disques ouverts D Ă Σg qui seront
l’intérieur de disques fermés D2 plongés dans Σg. En particulier, BD Ă Σg est homéomorphe à S1.

Proposition 3.6.3.4 (Groupe fondamental de Σg). Pour tout entier g ě 1 on a les propriétés suivantes.
Soit D Ă Σg l’intérieur d’un disque fermé plongé dans Σg et soit x P BD.
(i) On a que

π1pΣgzD,xq “ Lpa1, b1, . . . , ag, bgq

est un groupe libre à 2g générateurs.
(ii) Si α est un lacet générateur du bord BD et i : BD Ñ ΣgzD l’inclusion, alors

i˚prαsq “ ra1, b1s ¨ ¨ ¨ rag, bgs P π1pΣgzD,xq.

(iii) On a enfin
π1pΣgq “ xa1, b1, . . . , ag, bg; ra1, b1s ¨ ¨ ¨ rag, bgsy.

Démonstration. On montre (i) et (ii) par récurrence sur g. On a déjà traité le cas g “ 1. Supposons (i) et (ii)
vrais au rang g et considérons une surface Σg`1. Puisque Σg`1 “ Σg#T2, elle s’obtient en recollant ΣgzD1 et
T2

zD2 sur leur bord BD1 » BD2. On peut donc l’écrire

Σg`1 “ V1 X V2

où
V1 » ΣgzD1 V2 » T2

zD2 V1 X V2 “: S » S1.

Soit D Ă Σg`1 un disque ouvert centré sur S (son « centre » appartient à S). On écrit les deux cercles BD et S
comme une union d’intervalles :

BD “ I1 Y I2 Ij Ă Vj S “ I Y J I “ D X S J XD “ ∅ x “ I X I1 X I2.

On a alors
Σg`1zD “ pV1zDq Y pV2zDq

“ V 1
1 Y V 1

2

où
V 1
1 » V1 BV 1

1 “ I1 Y J, V 1
2 » V2 BV 1

2 “ I2 Y J V 1
1 X V 1

2 “ J.

Comme l’intervalle J est simplement connexe, l’hypothèse de récurrence et le théorème de Van Kampen implique
(en prenant des voisinages ouverts adéquats de V 1

1 , V
1
2 et V 1

1 X V 1
2) que

pΣg`1zD,xq » π1pV 1
1 , xq ˚ π1pV 1

2 , xq

“ Lpa1, b1, . . . , ag, bgq ˚ Lpa, bq

“ Lpa1, b1, . . . , ag`1, bg`1q

est un groupe libre à 2g ` 2 générateurs, prouvant (i). Maintenant, considérons α un lacet générateur de BD.
On paramètre I1, I2 et J comme des chemins de sorte que I1I2 „ α et I1p0q “ Jp0q. Dans Σg`1zD, on a alors

I1I2 „ pI1J
´1qpJI2q
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deux lacets basés en x, générateurs respectivement de BV 1
1 » BV1 et BV 1

2 » BV2. L’hypothèse de récurrence
appliquée à V 1

1 et V 1
2 implique

i˚prαsq “ rI1J
´1srJI2s “ ra1, b1s ¨ ¨ ¨ rag, bgsra, bs “ ra1, b1s ¨ ¨ ¨ rag`1, bg`1s

prouvant (ii) au rang g ` 1.
On en déduit (iii) en appliquant le théorème de Van Kampen 3.2.0.4 (i) (en prenant des voisinages ouverts
adéquats) à la réunion

Σg`1 “ pΣg`1zDq YD

où D est simplement connexe et l’intersection des deux domaines est BD. Le groupe π1pBD,xq est engendré par
rαs dont on a calculé en (ii) l’image dans π1pΣg`1zDq, donc

π1pΣg`1, xq » π1pΣg`1zD,xq{N pi˚prαsqq

“ Lpa1, b1, . . . , ag`1, bg`1q{N
ˆ g`1
ź

i“1

rai, bis

˙

“

B

a1, b1, . . . , ag`1, bg`1;
g`1
ź

i“1

rai, bis

F

.

On en vient au calcul du groupe fondamental de Nh “ P2 # ¨ ¨ ¨#P2. La preuve de la proposition 3.6.3.1
établit que

π1pP2
zDq » π1pS1q » Z “ xay

et que l’image dans π1pP2
zDq du générateur de π1pBDq est a2. Une preuve par récurrence similaire à celle de

la proposition 3.6.3.4 montre que :

Proposition 3.6.3.5 (π1 des surfaces Nh). Pour tout h ě 1, on a la propriété suivante. Soit D Ă Nh l’intérieur
d’un disque fermé plongé dans Nh et soit x P BD.
(i) On a que

π1pNhzD,xq “ Lpa1, a2, . . . , ahq

est un groupe libre à h générateurs.
(ii) Si α est un lacet générateur du bord BD et i : BD Ñ NhzD l’inclusion, alors

i˚prαsq “ a21a
2
2 ¨ ¨ ¨ a2h P π1pNhzD,xq.

(iii) On a enfin
π1pNh, xq “ xa1, a2, . . . , ah; a

2
1a

2
2 ¨ ¨ ¨ a2hy.

Corollaire 3.6.3.6. (i) Σg et Nh ne sont pas homéomorphes.
(ii) Σg » Σg1 ô g “ g1.
(iii) Nh » Nh1 ô h “ h1.

Démonstration. Rappelons que des espaces homéomorphes ont des groupes fondamentaux isomorphes. Si G est
un groupe, notons Gab “ G{rG,Gs l’abélianisé de G, qui est le groupe abélien obtenu en quotientant G par
rG,Gs, le sous-groupe de G engendré par ses commutateurs. Si G est isomorphe à H, alors Gab est isomorphe
à Hab. On a

π1pΣgqab » Zˆ ¨ ¨ ¨ ˆ Z “ Z2g

π1pNhqab » Zh´1
ˆZ {2Z .

La deuxième égalité résulte de

π1pNhqab » xa1, a2, . . . , ah; a
2
1a

2
2 ¨ ¨ ¨ a2h, rai, ajs @i, jy

» xa1, a2, . . . , ah; pa1a2 ¨ ¨ ¨ ahq2, rai, ajs @i, jy

» xb1, b2, . . . , bh; b
2
h, rbi, bjs @i, jy.

On voit que π1pΣgqab n’a pas d’élément d’ordre fini alors que π1pNhqab si, donc ils ne sont pas isomorphes, ce
qui implique (i). Par ailleurs, Zn n’est isomorphe à Zm que si n “ m : en quotientant Zn par le sous-groupe
2pZn

q “ p2Zqn, on obtient pZ {2Zqn, de cardinal 2n. On en déduit (ii) et (iii).
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4 Classification des surfaces compactes
Dans ce chapitre on démontre le théorème 2.3.3.5. Les deux étapes clés sont :

Théorème 4.0.0.1. Toute surface compacte connexe est le quotient d’un polygone de R2 par identification des
côtés par paires.

Théorème 4.0.0.2. Tout quotient d’un polygone de R2 par identification des côtés par paires est une surface,
homéomorphe à S2 ou à une somme connexe de tores et de projectifs.

4.1 Quotients de polygones
Définition 4.1.0.1 (Polygone). Soit n ě 3. Soit Pn l’enveloppe convexe dans R2 des n points tzk “

e2iπk{n; k “ 1, . . . , nu de S1. Les zk sont les sommets de Pn et les segments ek “ rzk, zk`1s (orientés) sont
ses côtés. On dit que P Ă R2 est un polygone à n côtés (n-gone) s’il existe un homéomorphisme f : Pn Ñ P
affine sur chaque côté de Pn. Les sommets et côtés de P sont images des sommets et côtés de Pn.

Étant donné un polygone P , on fixe un homéomorphisme f : Pn Ñ P et la numérotation p1, . . . , pn des
sommets de P ainsi induite ppk “ fpzkqq.

Définition 4.1.0.2 (Symboles). Soit A “ ta1, a2, . . . , apu un ensemble de lettres distinctes. On appelle symbole
de longueur n l’expression

σ “ aε1i1 a
ε2
i2

¨ ¨ ¨ aεnin

où aij P A et εj P t´1, 1u pour j “ 1, . . . , n. On dit que σ est pair si chaque lettre ai apparaît deux fois. En
particulier, σ est de longueur paire.

En général, on omet l’exposant `1. Par exemple aba´1b´1 est un symbole pair sur A “ ta, bu et aba´1b´1c
est un symbole (non pair) sur ta, b, cu.

Association polygone-symbole : Étant donné un polygone P à n côtés et un symbole σ “ aε1i1 a
ε2
i2

¨ ¨ ¨ aεnin
de longueur n, on lie σ et P en associant aεkik au côté rpk, pk`1s. On définit alors une relation d’équivalence „

sur P comme suit. Un point de IntpP q n’est identifié qu’a lui-même. On identifie deux côtés ej „ ek lorsqu’il
sont associés à une même lettre, par l’isomorphisme affine :
‚ qui envoie rpj , pj`1s sur rpk, pk`1s si εj “ εk ;
‚ qui envoie rpj , pj`1s sur rpk`1, pks si εj “ ´εk.
L’identification des côtés se fait donc en respectant le sens horaire lorsque les exposants sont les mêmes et en
l’inversant sinon. On note XpP, σq “ P { „ l’espace topologique quotient obtenu (P étant muni de la topologie
induite par R2). Par exemple, Xpr0, 1s2, aba´1b´1q est homéomorphe à T2. On vérifie sans peine que

XpP, σq « XpP 1, σq

s’il existe un homéomorphisme P Ñ P 1 qui envoie pi sur p1
i et qui est affine sur les côtés (l’homéomorphisme

passe au quotient). La classe d’homéomorphie de XpP, σq ne dépendant que de σ, on la notera donc Xpσq. Sans
hypothèse supplémentaire, l’espace quotient Xpσq n’est pas nécessairement une surface.

Lemme 4.1.0.3. Si σ est pair, Xpσq est une surface compacte et connexe.

Démonstration. On donne les idées de la construction. Montrons d’abord queXpσq est localement homéomorphe
à R2. Soit P “ P2n tel que XpP, σq “ Xpσq. Notons π : P Ñ P { „ la projection et pour tout x P P , notons rxs

sa classe d’équivalence. Il y a 3 cas à considérer : (i) x est intérieur à P , (ii) x est intérieur à un côté, (iii) x est
un sommet.
(i) Si x P IntpP q, il existe un voisinage ouvert U de x dans R2 tel que U Ă P . Comme U X BP “ ∅, l’application
π : U Ñ πpUq est un homéomorphisme, d’où la conclusion.
(ii) Supposons x intérieur à un côté e de P . Il existe un unique autre côté e1 „ e, donc rxs “ tx1, x2u où x “ x1
et x2 P e1. En posant Di “ Bpxi, εq X P pour ε ą 0, alors πpD1 YD2q est un voisinage de rxs. Comme e „ e1, il
existe clairement des homéomorphismes affines

h1 : D1 Ñ Bp0, εq X pR` ˆRq

h2 : D2 Ñ Bp0, εq X pR´ ˆRq

tel que h1pzq “ h2pzq si et seulement si z „ z1. L’application h : D1 Y D2 Ñ Bp0, εq égale à hi sur Di est
surjective continue ouverte et se factorise au quotient en un homéomorphisme d’un voisinage de rxs sur Bp0, εq.
(iii) Si x est un sommet, alors rxs “ tx1, . . . , xku, des sommets.
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‚ Supposons d’abord que rxs “ tx1u. Cela n’arrive que si les 2 côtés de part et d’autre de x1 sont labélisés
aa´1 ou a´1a. Dans ce cas, on peut trouver un voisinage U de x dans P homéomorphe à V “ r0,8q ˆ R et où
p0, yq „ p0,´yq pour tout y P R (le point x correspond à p0, 0q). Le quotient de V est homéomorphe à R2, d’où
la conclusion.
‚ Supposons maintenant rxs “ tx1, . . . , xku où k ě 2. Aucun des xi n’appartient alors à des côtés labélisés aa´1

ou a´1a. Pour ε ą 0 petit, posons Ai “ Bpxi, εqXP . C’est une portion de secteur angulaire délimité par les deux

côtés contenant xi. Le quotient π
`

k
Ť

i“1

Ai

˘

est un voisinage de rxs. Soient B1, B2, . . . , Bk des secteurs angulaires

de Bp0, εq d’angles 2π{k, numérotés dans le sens horaire, dont la réunion est Bp0, εq. Après renumérotation des
xi, on va définir des homéomorphismes hi : Ai Ñ Bi compatibles avec „, ce qui induira par factorisation un
homéomorphisme de π

`
Ť

i

Ai

˘

Ñ Bp0, εq.

On part de x1 “ x “ pi et on appelle c1 “ rpi´1, pis et c1
0 “ rpi, pi`1s les deux côtés bordant Ai. On se donne

un homéomorphisme affine h1 : A1 Ñ B1 envoyant c1 XA1 sur B1 XB2. Comme le symbole est pair, il existe un
unique j (modn) tel que c1 est équivalent à rpj , pj`1s ou rpj`1, pjs. On appelle c1

1 ce côté rpj , pj`1s ou rpj`1, pjs

et x2 l’extrémité équivalente à x1. Comme on suppose k ě 2, on a x2 ‰ x1 (sinon rxs “ tx1u). Le secteur A2

contenant x2 est bordé par c1
1 et par un autre côté qu’on appelle B2 X B3. Par construction, h1pzq “ h2pz1q si

c1 Q z „ z1 P c1
1. On itère la construction. Ayant défini xi et deux côtés c1

i´1, ci de Ai, on définit c1
i comme côté

équivalent à ci, xi`1 P c1
i est l’extrémité équivalente à xi, ci`1 est l’autre côté de Ai`1. On a xi`1 ‰ x1, . . . , xi

car le symbole est pair, donc c1
i ne peut pas être un des côtés déjà appariés c1, c1

1, c2, c
1
2, . . . , ci´1, c

1
i´1. La

construction se termine après j itérations avec pc1
j´1, xj , cjq lorsque cj „ c1

0. Nécessairement, j “ k et on a
parcouru tous les points de rxs : si un point x1 P rxs était manqué, comme la construction a produit des paires
de côtés appariés et que le symbole est pair, il ne serait plus possible de passer de x1 à x via des identifications
de côté. À la fin, on définit hkpAkq “ Bk, hkpzq “ h1pz1q si ck Q z „ z1 P c1

0, ce qui permet de boucler la boucle.
On montre que le quotient est séparé, étant donné rxs ‰ rx1s et ε ą 0 assez petit pour que

ˆ

ď

xiPrxs

Bpxi, εq

˙

X

ˆ

ď

x1
iPrx1s

Bpx1
i, εq

˙

“ ∅.

C’est facile car les classes d’équivalence sont finies. Pour ε ą 0 assez petit, l’intersection avec P de chaque union
est saturée, donc l’image est un voisinage ouvert de rxs, d’où la conclusion. Il s’ensuit que Xpσq est compacte
comme image continue d’un compact dans un séparé. C’est donc une surface compacte. Elle est connexe comme
image continue d’un connexe.

Cela prouve la première partie du théorème 4.0.0.2. Quelques exemples :

Xpaba´1b´1q “ T2 Xpabab´1q “ K2 Xpaa´1bb´1q “ S2 Xpaabb´1q “ P2 .

Dans le cas de S2 et P2, on a envie de supprimer le bb´1 qui ne semble pas fondamental. On peut le faire en
étendant la définition 4.1.0.1 pour disposer d’un polygone à deux côtés : on décide que P2 “ D2

Ă C (le disque
unité fermé), ses deux « sommets » sont p1 “ 1 et p2 “ i et donc ses deux côtés sont les arcs de cercle supérieur
e1 “ pp1p2q “ tz P S1; Impzq ě 0u et inférieur e2 “ pp2p1q “ tz P S1; Impzq ď 0u. Si le symbole est aa´1, on
identifie tout z P e1 avec son conjugué z i.e. on quotiente B D2 par symétrie d’axe les réels. On obtient bien
Xpaa´1q “ S2. Si le symbole est aa, on identifie tout z P e1 avec ´z P e2 i.e. on quotiente B D2 par l’antipodie.
On obtient bien Xpaaq “ P2.

4.2 Classification : opérations sur les symboles
On travaille sur les surfaces Xpσq. On va simplifier le symbole par certaines opérations pour se ramener à

des formes simples.

4.2.1 Symbole et somme connexe

On commence par une formule magique de simplicité :

Proposition 4.2.1.1. Si σ1, σ2 sont deux symboles pairs sur des alphabets disjoints, alors

Xpσ1σ2q “ Xpσ1q#Xpσ2q.

Démonstration. Soit ni P N avec i “ 1, 2 la longueur de σi. Soit Pi un polygone à ni côtés tel que XpPi, σiq P

Xpσiq. En ajoutant un côté supplémentaire à P1 entre pn1
et p1, on obtient un polygone P 1

1 à pn1 ` 1q côtés
auquel on associe σ1

1 “ σ1c où c n’appartient pas aux alphabets de σ1, σ2. Ainsi, XpP 1
1, σ

1
1q est homéomorphe

à Xpσ1qzD1 où D1 Ă Xpσ1q est l’intérieur d’un disque plongé. En effet, le bord BD1 est l’image du côté
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supplémentaire pn1`1p1 labelisé c et la preuve du lemme 4.1.0.3 montre que pn1`1 „ p1. De même, soit P 1
2 un

polygone à pn2 ` 1q côtés auquel on associe σ1
2 “ c´1σ2. En outre, XpP 1

2, σ
1
2q est homéomorphe à Xpσ2qzD2 où

D2 Ă Xpσ1q est l’intérieur d’un disque plongé et BD2 est l’image du côté supplémentaire labélisé c´1. L’espace
quotient obtenu en identifiant les bords BD1 „ BD2 est Xpσ1q#Xpσ2q. Soit P 1 le polygone obtenu en recollant
P 1
1 et P 1

2 le long de cc´1, il est muni naturellement du symbole σ1σ2. L’application continue adéquate se factorise
en un homéomorphisme Xpσ1q#Xpσ2q Ñ Xpσ1σ2q.

P 1
1

š

P 1
2 P 1 P 1{ „ P Xpσ1σ2q

pXpσ1qzD1q
š

pXpσ2qzD2q

Xpσ1q#Xpσ2q

c„c´1

π

π

BD1„BD2

»

4.2.2 Simplification de symboles

Définition 4.2.2.1. On dit que deux symboles σ, σ1 sont équivalents si Xpσq “ Xpσ1q.

C’est évidemment une relation d’équivalence. On note σ „ σ1 la relation. On va opérer sur les symboles un
certain nombre de manipulations/simplifications qui respectent „. Pour certaines c’est trivial à vérifier :
‚ Échange de lettre : (si les σi ne contiennent ni a, ni b)

σ1a
εσ2a

ε1

σ3 „ σ1b
εσ2b

ε1

σ3. (4.1)

‚ Permutation d’orientation :
σ1a

εσ2a
ε1

σ3 „ σ1a
´εσ2a

´ε1

σ3. (4.2)

‚ Permutation circulaire :
aε1i1 a

ε2
i2

¨ ¨ ¨ aεkik „ aε2i2 ¨ ¨ ¨ aεkik a
ε1
i1
. (4.3)

‚ Inversion :
aε1i1 a

ε2
i2

¨ ¨ ¨ aεkik „ a´εk
ik

¨ ¨ ¨ a´ε2
i2

a´ε1
i1

. (4.4)

Les simplifications suivantes sont moins triviales :

Proposition 4.2.2.2. Soient A,B deux symboles tel que AB est pair, non vide (A ou B peut être vide) et ne
contient pas la lettre a, alors on a :
(i) (Simplification des aa´1)

Aaa´1B „ AB. (4.5)

(ii) (Regroupement des aa)
aAaB „ aaAB´1. (4.6)

(iii) (Inversion des bbcc)
aabbcc „ aabcb´1c´1. (4.7)

(iv) (Regroupement des aba´1b´1) Soit A,B,C,D des symboles tels que ABCD est pair, non vide (A,B,C ou
D peut être vide) et ne contient pas a, b, alors

aAbBa´1Cb´1D „ aba´1b´1DCBA. (4.8)

Remarque 4.2.2.3. (1) Un cas particulier de (ii) est abab´1 „ aabb. En effet, comme Xpaabbq “ Xpaaq#Xpbbq,
cela équivaut à K2

» P2 #P2. Dans le cas général, cela dit que XpaAaBq “ P2 #XpAB´1q.
(2) La formule (4.7) équivaut à P2 #P2 #P2

» P2 #T2.
(3) La formule (4.8) dit que XpaAbBa´1Cb´1Dq “ T2 #XpDCBAq.

Démonstration. (i) Par permutation circulaire et comme S2 est le neutre de la somme connexe (cf. proposition
2.3.3.3), on a

XpAaa´1Bq “ Xpaa´1BAq “ Xpaa´1q#XpBAq “ S2#XpBAq “ XpBAq “ XpABq

donc Aaa´1B „ AB.
Voici une autre preuve. Soit P un polygone associé à Aaa´1B et P 1 un polygone associé à AB. On se donne
f : P Ñ P 1 continue, affine sur les côtés (compatible avec les relations d’équivalence) qui envoie a et a´1 sur
un même segment fpaq dans P 1 et est un homéomorphisme de P zta, a´1u sur P 1zfpaq. Ainsi, p ˝ f passe au
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quotient en un homéomorphisme P { „Ñ P 1{ „.
(ii) Si A ou B est vide, c’est trivial, supposons qu’ils ne le sont pas. Soit P un polygone associé à aAaB.
Soit pipi`1 et pjpj`1 les côtés (disjoints) labélisés a. En découpant P le long d’un segment c joignant pi`1 à
pj`1, on obtient un polygone P1 associé à acB (P1 contient pi) et un polygone P2 associé à Aac´1. Soit P 1

le polygone obtenu en recollant le long de a le polygone P1 et le symétrique de P2 par rapport à pjpj`1. On
a alors que P 1 est associé à ccBA´1. En considérant les applications adéquates de P1

š

P2 vers P et vers P 1,
prolongées versXpP, aAaBq etXpP 1, ccBA´1q, on obtient par factorisation un homéomorphismeXpP, aAaBq »

XpP 1, ccBA´1q, donc aAaB „ ccBA´1. Ensuite

XpccBA´1q “ Xpccq#XpBA´1q “ Xpaaq#XpAB´1q “ XpaaAB´1q

en utilisant (4.1) et (4.4), d’où la conclusion.
(iii) Montrons

aabcb´1c´1 „ aabcb´1c (4.9)

soit P2 #T2
» P2 #K2. Le résultat en découlera car K2

» P2 #P2. On a

aabcb´1c´1 “ aapbcqpcbq´1

„ apbcqapcbq par (4.6)
„ cacbab par permutation circulaire (4.3)

„ ccapbabq´1 par (4.6)

„ ccab´1a´1b´1 „ aabcb´1c par échange de lettre (4.1) et d’orientation (4.2).

(iv) Soit P un polygone labélisé par aAbBa´1Cb´1D. On découpe P le long d’un segment c joignant deux
sommets initiaux de b et on recolle les deux morceaux le long de a en un polygone P 1. On découpe à nouveau
P 1 le long d’un segment d joignant deux extrémités opposés de c et on recolle les deux morceaux le long de b
pour obtenir un polygone P 2 équivalent à P . On obtient

σ „ d´1cdc´1DCBA „ aba´1b´1DCBA.

On peut maintenant classifier. On dit qu’un symbole pair σ contient un projectif s’il contient une lettre
apparaissant deux fois avec le même exposant. À permutation circulaire et changement d’orientation près, il est
de la forme aAaB où AB est pair et ne contient pas a.

Théorème 4.2.2.4 (Classification). Si σ est un symbole pair, alors σ est équivalent à aa´1 ou à un des
symboles suivants :
(i) a1a1a2a2 ¨ ¨ ¨ ahah si σ contient un projectif ;
(ii) a1b1a´1

1 b´1
1 a2b2a

´1
2 b´1

2 ¨ ¨ ¨ agbga
´1
g b´1

g sinon.
Par conséquent, Xpσq est S2, Nh (somme connexe de h projectifs) ou Σg (somme connexe de g tores).

Tout d’abord, énonçons et démontrons un lemme.

Lemme 4.2.2.5 (Réduction des classes de sommets). (). Si σ est un symbole pair, alors il existe σ1 „ σ
vérifiant :
(i) |σ1| ď |σ| ;
(ii) σ1 n’a qu’une classe d’équivalence de sommets ;
(iii) σ1 contient un projectif si et seulement si σ contient un projectif.

Démonstration. Par application de (4.5), on peut supposer que σ ne contient pas de aa´1. Supposons que le
polygone P associé à σ admette deux classes d’équivalence de sommets au moins rps et rqs. Elles sont de cardinal
ě 2 car la seule configuration où un sommet n’est équivalent qu’à lui même est le sommet milieu de aa´1, ce
qu’on a supprimé. On peut supposer que p “ pi et q “ pi`1 sont sur un même côté (quitte à changer de classe
d’équivalence), labélisé par a. Soit b la lettre sur rp :“ pi´1p. Ainsi, b ‰ a sinon p „ q et b ‰ a´1 puisqu’on a
supprimé les aa´1. En outre, pi´1p est équivalent à un côté pjpj`1 différent de pq. On découpe P le long du
segment c “ rq et on recolle rq sur pjpj`1, directement si pjpj`1 est labélisé b´1, après symétrie le long de b
si pjpj`1 est labélisé b. Ainsi, partant de baAb´1B, on obtient σ1 “ cAac´1B ; partant de baAbB on obtient
σ1 “ cAca´1B. On a σ1 „ σ, la classe d’équivalence rps diminue d’une unité et rqs augmente d’une unité. On
réitère la procédure ci-dessus (incluant des simplifications éventuelles des dd´1 par (4.5)) de diminution de rps

d’une unité et augmentation d’une autre classe d’une unité jusqu’à la disparition de rps. On réitère le tout tant
qu’il reste plusieurs classes d’équivalence.
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Démonstration du théorème 4.2.2.4. On procède par récurrence sur la longueur de σ. Soit σ un symbole pair.
Si |σ| “ 2 ou 4, la conclusion est vraie. Supposons la conclusion vraie pour les symboles de longueur ℓ ě 4. Soit
σ de longueur ℓ` 2.
1er cas : σ contient un projectif i.e. σ „ aAaB. D’après (4.6),

σ „ aaAB´1 “ aaσ1 |σ1| “ |σ| ´ 2

On utilise l’hypothèse de récurrence.
‚ Si σ1 „ bb´1, alors σ „ aa.
‚ Si σ1 „ a1a1 ¨ ¨ ¨ akak, alors σ „ aaa1a1 ¨ ¨ ¨ akak, donc (i) est satisfait.
‚ Sinon, σ1 „ T1T2 ¨ ¨ ¨Tk où Ti “ aibia

´1
i b´1

i .
Par application de (4.7), on peut remplacer un projectif et un tore par trois projectifs. En notant Aj “ ujuj ,
on obtient par itération

σ „ aaσ1 “ aaT1T2 ¨ ¨ ¨Tk

„ A1A2A3T2 ¨ ¨ ¨Tk

„ A1A2A3A4A5T3 ¨ ¨ ¨Tk

„ ¨ ¨ ¨

„ A1A2 ¨ ¨ ¨A2k`1

vérifiant (i) et terminant la récurrence.
2e cas : σ ne contient pas de projectif. Il est de la forme aAa´1B où AB est pair, non vide et ne contient pas
de projectif. Montrons que

σ „ aba´1b´1σ1 |σ1| “ |σ| ´ 4 (4.10)

où σ1 ne contient pas de projectif et la conclusion en découlera par récurrence. Avant de procéder, on simplifie
d’abord le symbole pour que le polygone associé n’ait qu’une classe de sommets. Il peut en effet en avoir
plusieurs. Par exemple

σ “ aa´1bb´1e´1gcc´1g´1dd´1e

en a 7.
On en vient à (4.10). Soit σ “ aAa´1B. Après application du lemme 4.2.2.5, on suppose qu’il n’y a qu’une
classe d’équivalence de sommets. Montrons qu’il existe b P A et b´1 P B i.e.

σ “ a ¨ ¨ ¨ b ¨ ¨ ¨ a´1 ¨ ¨ ¨ b´1 ¨ ¨ ¨

et on conclut alors grâce à (4.8). Si les côtés de P labélisés par A sont stables pour la relation d’équivalence,
ceux marqués par B aussi et il y a plusieurs classes d’équivalence de sommets, contrairement à l’hypothèse. Il
s’ensuit qu’un côté de P labélisé dans A est équivalent à un côté de P labélisé dans B au moins. Comme σ ne
contient pas de projectif, il existe donc b P A tel que b´1 P B. Ceci termine la preuve du théorème 4.2.2.4 et
conclut celle du théorème 4.0.0.2.

Corollaire 4.2.2.6 (Calcul du π1). Si σ est un symbole de longueur 2ℓ ne comportant qu’une classe de
sommets, alors

π1pXpσqq “ xa1, . . . , aℓ; σy.

Démonstration. Soit P un polygone associé à σ et D Ă P l’intérieur d’un disque fermé plongé dans l’intérieur
de P , alors D se plonge dans S “ XpP, σq. On applique le théorème de Van Kampen à la décomposition
S “ SzD Y D. Notons p : P Ñ S la projection. L’équivalence d’homotopie P zD Ñ BP passe au quotient et se
factorise en une équivalence d’homotopie SzD Ñ ppBDq “

Ž

ℓ

pS1q un bouquet de ℓ cercles. Ainsi, π1pSzDq “

Lpa1, . . . , aℓq le groupe libre à ℓ générateurs. Le générateur ai correspond au lacet ppaiq Ă S image du côté
labélisé ai. Comme D est simplement connexe, on sait que

π1pSq “ π1pSzDq{N pi˚prαsqq

où rαs est un générateur de π1pBDq. Dans P zD, on voit que α est librement homotope au générateur de BP ,
i.e. ˘σ (vu comme chemin) ce qui veut dire en projetant que le générateur de BD est librement homotope dans
SzD à σ (vu comme produit de lacets), d’où π1pSq “ xa1, . . . , aℓ; σy.

4.3 Toute surface connexe est quotient de P

Dans cette section on prouve le théorème 4.0.0.1 qui affirme que tout surface compacte connexe est le quotient
d’un polygone par identification des côtés par paires. Cela repose sur un résultat non trivial de Radó que nous
ne feront que citer.
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4.3.1 Triangulations

Définition 4.3.1.1 (Triangulation). Une triangulation (finie) d’un espace topologique X est la donnée d’une
famille T “ tT1, . . . , TNu de fermés recouvrant X et d’homéomorphismes ϕi : Pi Ñ Ti, où chaque Pi Ă R2 est
un polygone à 3 côtés (i.e. un triangle non plat). Les Ti sont appelés triangles, les images des sommets et côtés
des Pi sont les sommets et côtés des Ti. On demande de plus que pour tout i ‰ j, l’un des points suivant soit
vérifié :
‚ Ti X Tj est vide ;
‚ Ti X Tj est un sommet ;
‚ Ti X Tj est un côtés de Ti et de Tj .

On peut supposer de plus que sur chaque côté commun e “ Ti X Tj , la composée ϕjϕ´1
i est affine entre les

côtés de Pi et Pj correspondants. On utilise souvent le terme arêtes pour désigner les côtés de la triangulation.
On admettra :

Théorème 4.3.1.2 (Radó, 1925). Toute surface compacte admet une triangulation.

Une triangulation de surface a la propriété suivante :

Proposition 4.3.1.3. Soit T une triangulation d’une surface. Chaque arête de T est alors le côté de 2 triangles
exactement.

C’est clairement faux pour une triangulation d’une réunion de plans pR2
ˆt0uq Y pt0u ˆ R2

q mais celui-ci
n’est pas localement homéomorphe à R2, qui est la propriété clé.

Avant de démontrer la proposition précédente, énonçons et démontrons deux lemmes.

Lemme 4.3.1.4 (Un demi-plan fermé n’est pas localement homéomorphe à R2). Précisément, soit
A “ tz P C; z ě 0u, alors aucun point de BA n’admet de voisinage homéomorphe à R2.

Démonstration. On procède par contradiction. Supposons que a P BA admette un voisinage U Ă A homéo-
morphe à R2. Soit f : U Ñ R2 un homéomorphisme tel que fpaq “ 0. Pour ε ą 0 assez petit, V :“ Bpa, εqXA Ă

U . Clairement, V ztau est étoilé (depuis a ` iε{2) donc simplement connexe. Soit W “ fpV q Ă R2, c’est un
voisinage de 0 et W zt0u “ fpV ztauq est simplement connexe. Ceci est impossible. Pour r ą 0 assez petit,
B :“ Bp0, rq Ă V 1 est également un voisinage de 0 mais Bzt0u n’est pas simplement connexe : il a le type
d’homotopie de S1. L’inclusion et l’application r : W zt0u Ñ Bzt0u définie par rpzq “ zr´1 pour |z| ě r et
rpzq “ z si |z| ď r

Bzt0u
i

ÝÑ W zt0u
r

ÝÑ Bzt0u

induisent les morphismes

π1pBzt0u, xq
i˚

ÝÑ π1pW zt0u, xq
r˚

ÝÑ π1pBzt0u, xq

Z
i˚

ÝÑ 0
r˚

ÝÑ Z

où i˚ est injectif (car r˚ ˝ i˚ “ pr ˝ iq˚ “ pIdq˚ “ Id) ce qui est absurde.

Lemme 4.3.1.5. La réunion de plans A “ pR2
ˆt0uq Y pt0u ˆ R2

q n’est pas localement homéomorphe à R2.
Précisément, si a P pR2

ˆt0uq X pt0u ˆ R2
q, alors aucun voisinage de a n’est homéomorphe à R2.

Démonstration. On procède par contradiction. Soit U Ă A un voisinage de a homéomorphe à R2. Sans perte
de généralité, on suppose a “ 0. Notons de suite que Uzt0u a le type d’homotopie de R2 moins un point i.e. de
S1, donc que π1pUzt0u, bq “ Z pour tout point base b. Soit ε ą 0 assez petit pour que B :“ Bp0, εq X A Ă U .
On affirme que Bzt0u a le type d’homotopie de S1 Y J où J est un intervalle attaché à S1 en deux points. En
effet, S1 Y J “ Sp0, εq X A où l’équivalence d’homotopie est donnée par h : Bzt0u Ñ Sp0, εq X A définie par
hpxq “ εx|x|´1 (la réciproque est l’inclusion). Il s’ensuit que π1pBzt0u, bq “ Z ˚Z (ce qu’on voit par Van Kampen
appliqué à S1YJ vu comme réunion de 2 cercles s’intersectant sur l’intervalle J). Considérant r : Uzt0u Ñ Bzt0u

définie par rpxq “ x si |x| ď ε et rpxq “ εx|x|´1 sinon,

Bzt0u
i

ÝÑ Uzt0u
r

ÝÑ Bzt0u

on obtient les morphismes

π1pBzt0u, bq
i˚

ÝÑ π1pUzt0u, bq
r˚

ÝÑ π1pBzt0u, bq

Z ˚Z
i˚

ÝÑ Z
r˚

ÝÑ Z ˚Z

où i˚ est injectif (car r˚ ˝ i˚ “ pr˝ iq˚ “ pIdq˚ “ Id). Comme Z est abélien et Z ˚Z ne l’est pas c’est absurde.
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Démonstration de la proposition 4.3.1.3. Soit T une triangulation d’une surface S et soit e une arête de T , par
définition e est le côté d’un Ti P T .
(i) Montrons d’abord qu’il existe Tj ‰ Ti tel que e “ Ti X Tj . Le point essentiel est le lemme 4.3.1.4. Étant
donné P Ă R2 un triangle et a P BP n’étant pas un sommet, tout voisinage U (assez petit) de a dans P est
homéomorphe à un voisinage d’un point de BA et par conséquent n’est pas homéomorphe à R2. Soit f : P Ñ Ti
un homéomorphisme et b P BT qui n’est pas un sommet. Montrons que pour tout voisinage U de b dans S,
U rencontre SzT . Clairement, on peut supposer U arbitrairement petit. Comme S est une surface, on peut
également supposer que U est homéomorphe à R2. Néanmoins, U n’est pas inclus dans T , sinon f´1pUq serait
un voisinage de a dans P homéomorphe à R2, ce que le lemme interdit. Puisque T recouvre S, une suite de
points de SzTi, convergeant vers b, doit être contenu dans un triangle Tj et Ti X Tj “ e.
(ii) Montrons maintenant que Tj est unique. Le point clé est le lemme 4.3.1.5. Comme dans la preuve du lemme,
on montrerait de même qu’une union de k plans A1, A2, . . . , Ak s’intersectant sur une droite commune ∆ n’est
pas localement homéomorphe à R2, en chaque point de ∆. L’ensemble Bzt0u dans la preuve du lemme aurait
le type d’homotopie d’un bouquet de k cercles.
Maintenant, si des triangles T1, T2, . . . , Tk de S, avec k ě 3, avaient un côté commun δ, on aurait un voisinage
dans S d’un point de δ à la fois homéomorphe à R2 et à un voisinage dans

Ť

i

Ai d’un point de ∆ ci-dessus et

on vient de voir que c’est impossible. Ceci conclut la preuve de la proposition.

4.3.2 Preuve du théorème

On montre le théorème 4.0.0.1.

Démonstration. Soit S une surface compacte connexe. On se donne une triangulation T1, . . . , TN de S, fournie
par le théorème de Radó 4.3.1.2. Avec ces derniers, viennent les homéomorphismes ϕi : Pi Ñ Ti où les Pi sont
des triangles de R2. On peut supposer les Pi disjoints dans R2 et ainsi définir ϕ :

Ť

i

Pi Ñ S continue par ϕ “ ϕi

sur Pi. La relation d’équivalence „ sur
Ť

i

Pi induite par ϕ (x „ y si ϕpxq “ ϕpyq) correspond à identifier un

côté de Pi à un de côté de Pj si leur image par ϕ est un côté commun Ti X Tj . L’identification des côtés se fait
donc par paires d’après la proposition 4.3.1.3. On construit maintenant un polygone P à partir des Pi. Via un
isomorphisme affine, on déplace P1 dans la boule unité, positionnant ses 3 sommets sur S1. On appelle encore
P1 le nouveau triangle. On choisit un côté e de P1, il est équivalent au côté e1 d’un certain Pi. On déplace Pi

par un isomorphisme affine pour que e “ e1 “ P1 X Pi et que le dernier sommet de Pi soit sur S1. On obtient
un polygone avec ses sommets sur S1. On itère : on choisit un côté du polygone et on y recolle le triangle
correspondant par un isomorphisme affine, obtenant un nouveau polygone. Comme la surface est connexe, on
obtient après N étapes un polygone P qui contient tous les Pi. Identifiant les côtés de P par paires selon „, on
obtient S. Ceci conclut la preuve du théorème 4.0.0.2 et du théorème de classifications des surfaces compactes
2.3.3.5.
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