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Introduction

Ce cours est une initiation a la topologie algébrique, branche des mathématiques qui utilise des outils
d’algébre pour étudier des espaces topologiques.

De quoi s’agit-il 7 Une question fondamentale pour les topologues est de classifier les espaces topologiques.
On veut, par exemple, faire la liste de toutes les surfaces, & homéomorphisme prés, pour savoir si deux surfaces
données sont homéomorphes.

L’idée centrale pour attaquer ce genre de question est d’associer & ’objet topologique un objet algébrique
(entier, groupe, ...) de maniére qu’a deux objets topologiques homéomorphes soient associées deux objets algé-
briques isomorphes.

Un des premiers succés de la topologie algébrique (aux alentours des années 1900) a été la classification des
surfaces, qui sera démontrée dans ce cours.

Nous commencerons par introduire les principales notions de topologie générale, qui sera plus efficace pour
construire surfaces et variétés (I’analogue n-dimensionnel d’une surface) que les simples espaces métriques. En
particulier on verra comment classifier les surfaces en les considérant comme des quotients de polygones ou les
cOtés sont recollés selon certaines régles.

On abordera également la notion de groupe fondamental, groupe associé & un espace topologique.

Mentionnons que le probléme de topologie le plus célébre du 20e siécle, la conjecture de Poincaré, est une
question de classification. On peut ’énoncer comme suit : « une variété de dimension 3 compacte, simplement
connexe est homéomorphe a S%. » (Poincaré, 1904).

Cette conjecture a 1 million de dollars fait partie des 7 problémes du millénaire de 'Institut Clay. Elle a été
résolue en 2002 par Grigori Perelman, par des méthodes d’analyse et de géométrie.
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1 Topologie générale
Une partie O ¢ E d’un espace métrique est ouverte si
(Vx € O) (Je > 0) B(z,e) < O.

L’ensemble des ouverts de E, qu’on appelle sa topologie, est stable par union quelconque et intersection finie.
Elle contient @ et E. Sur un ensemble X quelconque on prend ces propriétés comme axiomes pour définir une
topologie. On peut alors définir les notions de limite, continuité, compacité, connexité, etc... en terme d’ouverts,
sans requérir de distance.

1.1 Espaces topologiques
1.1.1 Topologie

Définition 1.1.1.1 (ToPOLOGIE). Une topologie sur un ensemble X est un ensemble T de parties de X vérifiant :
(i) @ et X sont dans T ;

(ii) une union quelconque d’éléments de T appartient & T ;

(iii) une intersection finie d’éléments de 7 appartient a T ;

Le couple (X, 7)) est un espace topologique et les éléments de T sont des ouverts.

L’axiome (iii) peut étre remplacé par : intersection de deux éléments de 7 appartient & 7. L’ensemble des
ouverts d’un espace métrique forme une topologie. Tout ensemble X admet des topologies : la topologie grossiére
Ty = {9,X}; la topologie discréte T4 = P(X) formée des parties de X. On dit qu’une topologie 7" est plus
fine que T si T < T (elle a plus d’ouverts). On pourra noter un espace topologique simplement X s’il n’y a
pas d’ambiguité.

Intersection de topologies : Soit (7;)ic; une famille de topologies sur un ensemble X. On définit 'inter-
section de topologies par :
(T:i={UcX; UeT; (Viel)}
iel
Proposition 1.1.1.2 (INTERSECTION DE TOPOLOGIES). Si (T 4)aer est une famille de topologies sur X, alors
() T o est une topologie sur X.
ael
Démonstration. Soit (T o)aer une famille de topologies sur X. Vérifions simplement les axiomes :
e Comme X, & € T, pour tout a € I, alors X, € [ Ta-

ael
e Soit (O;)jes une famille d’ouverts de (| T4 i.e. (Vj € J) (Va € I) O;j € T4. On a donc directement : (Vo € I)

ael
U Oj € T puisque les T, sont des topologies sur X, d'ou |J Uj € () Ta-
jedJ jeJ ael
e Soit Vi, ..., V, une famille finies d’ouverts de (| T4 i.e. (Vk € [1,n]]) (Va € I) Vi € Ty. On a donc : (Vo € )
ael
m Vk ETOM d’ou ﬂ Vk € m Ta.
k=1 k=1 ael
On a bien montré que [ 7, est une topologie sur X. O
ael

Corollaire 1.1.1.3 (TOPOLOGIE ENGENDREE). Soit X un ensemble et soit A < P(X). On appelle topologie
engendrée par A l'intersection 7 4 des topologies contenant A. C’est la plus petite (pour l'inclusion) topologie
sur X contenant A.

Ses ouverts non vides sont les unions quelconques d’intersection finies d’éléments de A.

Définition 1.1.1.4. Soit (X, 7) un espace topologique et soit Y < X. L’ensemble
Ty ={UnY; UeT}
est une topologie sur Y, appelée la topologie induite.

C’est une vérification immédiate. Lorsqu’on omettra les topologies, on dira simplement que U est ouvert
dans Y s’il est ouvert pour la topologie induite et ouvert dans X s’il appartient & la topologie de X.

Remarque 1.1.1.5. Attention! L’ensemble Y = [0,1] € R = X est ouvert dans Y mais pas dans X. Aussi,

[0,1/2[ est ouvert dans Y mais pas dans X. Cependant, quand Y est ouvert dans X, ses ouverts sont ouverts
dans X.
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Définition 1.1.1.6 (TOPOLOGIE METRISABLE, SEPAREE). Une topologie T sur X est métrisable s’il existe une
distance d sur X dont les ouverts sont ceux de 7. Elle est séparée si pour tout x # y dans X, il existe deux

ouverts U, U, tels que
(xely) (yelUy,) UynlU, =02.

Une topologie métrisable est séparée car si @ # y, alors les boules ouvertes U, = B(z,d(z,y)/2) et U, =
B(y,d(z,y)/2) sont disjointes. Une topologie non séparée n’est donc pas métrisable. La topologie discréte est
métrisable (en posant d(z,y) = 1 si ¢ # y et d(z,z) = 0) et la topologie grossiére ne l’est pas si X a au moins
deux éléments car elle n’est pas séparée.

1.1.2 Notions fondamentales : fermés, voisinages, intérieur, adhérence
Définition 1.1.2.1. Une partie A d’un espace topologique X est fermée si X\A est ouverte.

Immeédiatement, & et X sont fermés et il résulte de

X\(VUa = JE\Ua) et X\ JUa = [(X\Ua)

o
que I’ensemble des fermés est stable par union finie et intersection quelconque.

Exercice 1.1.2.2. Soit X un espace topologique et Y < X. Les fermés de Y sont les intersections de Y avec les
fermés de X.

Conséquence immédiate : si Y est fermé, ses fermés sont fermés dans X.

Définition 1.1.2.3 (VOISINAGES). Une partie V < X d’un espace topologique X est un woisinage d’un point
z € X §’il existe un ouvert U tel que z € U < V. On note V, 'ensemble des voisinages de x.

Une partie de X est ouverte si et seulement si elle est voisinage de chacun de ses points. Il est clair qu’une
partie V' contenant V' € V, est aussi un voisinage de = et qu’'une intersection finie (ou union quelconque) de
voisinages de x est un voisinage de x.

Définition 1.1.2.4 (BASE DE VOISINAGES D’'UN POINT). Soit X un espace topologique et soit © € X. Une
famille W < V,, de voisinages de x est une base de voisinages ou systéeme fondamental de voisinages en x si
pour tout voisinage V € V,, il existe un voisinage W e W tel que x e W c V.

Dans un espace métrique, W = {B(x,¢); € > 0} est une base de voisinages (ouverts) en x.

Définition 1.1.2.5 (INTERIEUR, ADHERENCE, FRONTIERE). Soit X un espace topologique et soit A ¢ X.

(i) Un point a € A est intérieur a A si A est voisinage de a i.e. (30 € T) a € O < A. Lintérieur de A est
I'ensemble des points intérieurs & A, noté Int(A).

(ii) Un point « € X est adhérent & A si tout voisinage de = rencontre A i.e. (YV € V) V n A # &. L’adhérence
de A est 'ensemble des points adhérents & A, noté A.

(iii) La frontiere de A est 0A = A\ Int(A).

Proposition 1.1.2.6 (PROPRIETES DE L'INTERIEUR ET DE L’ADHERENCE). Soit X un espace topologique et A
une partie de X.

(i) Pour U ouvert, Int(A) = |J U est un ouvert de X, c’est le plus grand contenu dans A.
UcA

(ii) Pour F fermé, A = () F est fermé dans X, c’est le plus petit contenant A.
AcF

(iii) On a X\A = X\ Int(A) et Int(X\4) = X\A.
(iv) Si A < B, alors Int(A) < Int(B) et A = B.

Démonstration. (1) Si z € Int(A), alors A est voisinage de x et par définition il existe U un ouvert tel que

xeUc A, donc z e |J U, dou linclusion Int(A) < |J U. L’autre inclusion est évidente. Il s’ensuit que
UcA UcA

Int(A) est une union d’ouverts donc est ouvert et que tout ouvert O < A vérifie O < Int(A).

(ii) Soit = € A et soit F fermé contenant A. Si x ¢ F, alors x € X\F est ouvert, donc il existe V € V,, contenu

dans X\F i.e. disjoint de F et a fortiori de A, contredisant x € A, d’ou l'inclusion A ¢ F puis A = () F.
AcCF

Réciproquement, supposons que = ¢ A, alors il existe V € V, disjoint de A. On peut supposer V ouvert, alors

F = X\V est un fermé contenant A et v ¢ I/, donc z ¢ (| F, d’oi1 I'égalité voulue. Il s’ensuit que A est fermé
AcF
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comme intersection de fermés et clairement A — A.
(iii) On a les équivalences :

re X\A < tout voisinage de x rencontre X\A
< il n’existe pas de voisinage de x contenu dans A
< z ¢ Int(4)
<z € X\Int(A4).

En appliquant cette égalité & B = X\A et en prenant le complémentaire, on obtient X\B = X\ Int(B) la
deuxiéme égalité.

(iv) Soit A < B. Si x € Int(A), alors il existe U, ouvert tel que x € U, < A, donc x € U, < B et x € Int(B). La
partie B est un fermé et A © B — B, or A est le plus petit fermé contenant A, donc A — B. O

Rappel. Une suite dans X est une application z: N — X, notée (2, )nen ou simplement (z,) ou x,, = z(n).

Définition 1.1.2.7. Soit X un espace topologique et soit (2, )nen une suite de X. On dit que (2, )nen converge
vers ¢ € X si pour tout voisinage V' de x, il existe ng € N tel que pour tout n > ng, on a x, € V.

Remarque 1.1.2.8. « La » limite d’une suite n’est pas forcément unique : pour la topologie grossiére, une suite
quelconque converge vers tout les points! Si la topologie est séparée, la limite est unique (exercice).

Lemme 1.1.2.9 (CRITERE SEQUENTIEL). Soit A une partie d'un espace topologique X et soit z € X. il existe
une suite (z,)nen de A convergeant vers x, alors x € A. La réciproque est vraie si on suppose que x admet une
base de voisinages dénombrable.

Démonstration. e Supposons que (Z,)n,eN est une suite dans A qui converge vers « dans X. Soit V un voisinage
de x dans X. Il existe N € N tel que pour tout n = N, on a x,, € V. En particulier, xty € VA, donc VA # @.
e Réciproquement, supposons = € A. On utilise ’existence d’une base dénombrables de voisinages. Ici, %, =
{B(x, %), n € Nxo} est une base de voisinages de z. Soit n € Nxg, on a B(a:, %) N A # @ par hypothése.
On choisit z, € B(z,1) n A. On a alors construit (z,)nen., dans A. Vérifions que nl_lLI_lOC Z, = x. Soit V un

voisinage de . On sait que %, est une base, donc il existe N € N+ tel que B(m, %) cV.Pourn > N, ona

alors z,, € B(z,2) < B(z, %) < V. O

Dans un espace métrique, W = {B(z, %), n € Ny } est une base de voisinages dénombrable en z, donc le
critére séquentiel s’applique.

1.1.3 Bases d’une topologie

Définition 1.1.3.1 (BASE DE TOPOLOGIE). Soit 7 une topologie sur X et soit B < 7. On dit que B est une
base de T si tout élément non vide de 7 est réunion d’éléments de B.

De maniére équivalente : (YU € T) (Vo € U) (3B € B) x € B < U. L’ensemble des boules ouvertes d'un
espace métrique est une base de sa topologie.

Proposition 1.1.3.2 (CARACTERISATION DES BASES). Soient X un ensemble et B < P(X), alors B est la base
d’une topologie sur X si et seulement si :

(i) pour chaque x € X, il existe B € B tel que = € B;

(ii) pour tout By, By € B et x € By n Bo, il existe Bs € B tel que x € By < By n Bs.

La topologie dont B est la base est unique. Elle est formée de I’ensemble vide et des réunions d’éléments de B.
C’est la topologie 7 g engendrée par B.

On dit que B est une base de topologie. L’axiome (i) équivaut a ce que X soit réunion d’éléments de B et
(ii) & ce qu'une intersection finie d’¢léments de B soit réunion d’éléments de B.

Démonstration. e Soit T une topologie dont B est la base. On a X € T, donc X est réunion d’éléments de B
par définition d’une base et (i) est vérifié. Soit By, B € B < T, alors By n Bg est ouvert et 'axiome (ii) suit
par définition d’une base.

e Soit B < P(X) vérifiant (i) et (ii). Considérons 7 < P(X) formé de ’ensemble vide et des réunions d’éléments
de B. Montrons que c’est une topologie, nécessairement la plus petite contenant B. On a déja que @ € T par
définition et X € 7 par (i). Soit (Uy)q une collection d’éléments de 7T, on doit montrer que  JU, € T i.e. (en

«
supposant U, non vide) qu’il est réunion d’éléments de B. Par définition de T, chaque U, est réunion d’éléments
de B, donc | JU, € T également. Soient Uy, Uz deux éléments de 7, on doit montrer que U; n Uz € T. Soit
o
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x €Uy nUs, alors z € Uy € T, donc il existe By € B tel que z € By < U;. De méme, il existe By € B tel que
x € By < Us. En particulier, 2 € By n Bs. Par (ii), il existe B, € Btel que x € B, € Byn By c Uy n U =
\U By e T.Puisque B < 7, ona T c T par définition de la topologie engendrée. Réciproquement,

zeUynUsy
tout élément U € T non vide est réunion d’éléments de B < T, donc appartient & 7. On a ainsi I'égalité

T="Ts -

Exercice 1.1.3.3 (TD). Soit X un espace topologique et soit B < P(X). Montrer que B est une base de la
topologie de X si et seulement si BNV, est une base de voisinages de = pour tout = € X.

Solution : Supposons que B est une base de 7. Soit V € V. Par définition, il existe U € T tel que x € U c V.
Comme B est une base, il existe B € B tel que x € B < U < V, ce qui montre le sens direct. Réciproquement,
supposons que BNV, est une base de voisinages de x pour tout z € X. Soit U € T. Comme U est ouvert, il est
voisinage de chacun de ses points i.e. (Vo € U) U € V.. Par hypothese, il existe V, e BNV, telque x € V, c U.
En particulier, V, € B, ce qui conclut.

Proposition 1.1.3.4 (DESCRIPTION DE LA TOPOLOGIE ENGENDREE). Soient X un ensemble et A < P(X). Soit
B l’ensemble des intersections finies d’éléments de A (y compris U'intersection vide qui vaut X). L’ensemble B
est alors une base de la topologie T 4 engendrée par A.

Démonstration. Puisque X € B, 'axiome (i) de la proposition 1.1.3.2 est vérifiée. L’axiome (ii) est également
vérifié puisque B est stable par intersection finie : si By = A1n---nAg, et By = Al n---nAj sont deux éléments
de B (les A; et A;» sont des éléments de A), alors clairement By n By est une intersection finie d’éléments de A,
donc By n By € B. C’est alors une base d’une topologie, la topologie engendrée T g. Toute topologie contenant
A contient les réunions d’intersections finies d’éléments de A, donc contient 7 5. Il s’ensuit que T4 = Tg. O

En résumé, T 4 est formée de I'ensemble vide et des réunions d’intersections finies d’éléments de A.

1.1.4 Continuité

Sur les espaces métriques, la continuité d’une application se caractérise par « 'image réciproque de tout
ouvert et un ouvert ». Sur les espaces topologiques, c’est la définition suivante.

Définition 1.1.4.1. Une application f: X — Y entre deux espaces topologiques est continue si, pour tout
ouvert U de Y, 'ensemble f~1(U) est ouvert dans X.

Remarque 1.1.4.2. Si la topologie de Y est engendrée par A < P(Y), il suffit de vérifier que f~*(A) est ouvert
pour tout A € A. En effet, tout ouvert non vide U de Y est réunion d’intersections finies d’éléments de A.
L’union et l'intersection se comportent bien par image réciproque : pour toute famille (A4;);c; de partie de Y,

f—1<UAi) =) et f—l(ﬂAi) =)/ (4.

el el el el

L’ensemble f~1(U) est alors réunion d’intersections finies d’éléments de {f~!(A); A € A}, qui sont des ouverts,
donc c’est un ouvert.

Théoréme 1.1.4.3 (CARACTERISATION DE LA CONTINUITE). Soient X et Y deux espaces topologiques et
f: X — Y une application. Sont équivalents :

(i) L’application f est continue. -

(ii) Pour toute partie A = X, on a f(A) c f(A).

(iii) Pour tout fermé B de Y, I'ensemble f~!(B) est fermé dans X.

(iv) Pour tout 2 € X et pour tout voisinage V de f(x), il existe un voisinage U de x tel que f(U) c V.

Démonstration. Exercice. O

Définition 1.1.4.4 (CONTINUITE EN UN POINT). On dit que f est continue au point z € X si
(VV € Vf(a:)) fﬁl(V) eEV,.

Lemme 1.1.4.5 (CRITERE SEQUENTIEL). Soit X et Y deux espaces topologiques, x € X un point et f: X - Y
une application. Si f est continue en z, alors pour toute suite (z,)nen convergeant vers x, la suite (f(2n))neN
converge vers f(z). La réciproque est vraie s’il existe une base dénombrable de voisinages en x.
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Démonstration. e Supposons que f est continue en z. Soit (z,)nen € X tel que z, converge vers z. Soit
W € Vy(y). Par hypothése, 7L (W) e V, et comme x est une limite de (7,,)nen, il existe N € N tel que pour
tout n > N, on az, € f~1(W) i.e f(x,)eW.

e Réciproquement, supposons que pour toute suite (2, )nen convergeant vers x, la suite (f(x,))nen converge
vers f(z). Par 'absurde, supposons que f n’est pas continue en x : il existe V € V,, tel que f (V) ¢ V... Comme
il existe une base dénombrable (W} )ren de voisinage, cela revient a dire que pour tout k € N, Wy, ¢ f~1(V)
et donc qu'il existe x5, € Wy, tel que z; € f~1(V) d.e. f(xr) ¢ V. Ainsi, 2 € Wy mais f(xz) ¢ V. On a donc
montré que xj converge vers x mais que f(xy) ne converge pas vers f(z). O

Théoréme 1.1.4.6 (REGLES DE CONSTRUCTION D’APPLICATIONS CONTINUES). Soit X,Y et Z des espaces
topologiques.

(i) (fonction constante). Si 'application f: X — Y ; x — yg avec yo fixé est constante, alors f est continue.
(ii) (inclusion). Si A ¢ X, alors l'inclusion j: A — X ;  — x est continue.

(iii) (composition). Si f: X - Y et g: Y — Z sont continues, alors go f: X — Z est continue.

(iv) (restriction). Si A< X et si f: X — Y est continue, alors la restriction fj4: A — Y est continue.

(v) (corestriction). Si f: X — Y est continue et f(X) € B < Y, alors la corestriction X — B; z — f(z) est
continue.

(vi) (formulation locale). Si (Uy)q est une famille d’ouverts recouvrant X, alors f: X — Y est continue si et
seulement si les restrictions fy;, sont continues.

(vii) (recollement de fermés). Si A, B — X sont deux fermés tel que X = A U B, alors f: X — Y est continue
si et seulement si f4 et fip sont continues.

Démonstration. Les points (i) & (v) sont évidents.
(vi) Il suffit de voir que pour un ouvert V< Y, on a f|?]1 (V)= f~4(V) n U, qui est ouvert dans X car ouvert

dans U, par hypothése et U, est ouvert dans X. Ensuite, puisque X = | JU,, alors
«

W) =) e e = U0 n U)

est une union d’ouverts de X donc ouverte.
(vii) Soit F un fermé¢ de Y. On a f~1(F) = (f~1(F) n A) u (f"1(F) n B) = (fja)”""(F) v (fip) " '(F) qui est
I’'union de deux fermés de X, donc c’est un fermé. O

Exercice 1.1.4.7. La propriété (vii) se généralise & un nombre fini de fermés, mais pas une infinité. Trouver un
contre-exemple.

Définition 1.1.4.8 (HOMEOMORPHISME). Soit X et Y deux espaces topologiques. On dit qu'une application
f: X — Y est ouverte si 'image par f de tout ouvert est un ouvert et qu’elle est fermée si I'image par f de
tout fermé est fermé. On dit que f est un homéomorphisme si f est bijective, continue et ouverte.

Remarque 1.1.4.9. Si f est bijective alors : « f est ouverte < f est fermée < f~! est continue ». Une bijection
f est un homéomorphisme si f et f~! sont continues.

Définition 1.1.4.10 (PLONGEMENT). Soit f: X — Y une application entre espaces topologiques. On dit que f
est un plongement si sa corestriction f: X — f(X) est un homéomorphisme, ou f(X) est munie de la topologie
induite.

Exercice 1.1.4.11. (TD). Soit f: | — 3,7[ — R? définie par f(t) = (t + 1,0) pour —3 < t < 0 et f(t) =
(cos(t),sin(t)) pour 0 < t < 7. Montrer que f est continue injective, que sa restriction & | — 3,7 — ¢[ est un
plongement pour tout € > 0 mais que f n’est pas un plongement. Qu’en est-il de la restriction de f a4 ] —2,7[?

Solution : @ On va utiliser le point (vii) du théoréme 1.1.4.6. On remarque que fj_3 o[ et fj[o,~[ sont continue
et ] —3,0[u[0, 7r[ est un recouvrement fini de fermé, donc f est continue. L’application f est injective puisque
ses restrictions sont injectives et f(] — 3,0[) n f([0,7]) = @.

e Notons f la restriction de f a ]—3, 7—¢[. L’application est évidemment continue injective et [—3, 7—¢] est com-
pact. On conclut que f est un plongement et 7‘] est un plongement. En particulier, ?I]—?)m—e[ = f-3,7—e[
est aussi un plongement.

e Montrons que f n’est pas un plongement. Pour tout voisinage V' de —2, f(V') est un voisinage de (—1,0) dans
f(=3,7[). Sion prend V =]—3,-3[, alors f(V) =] — 3, —1[x{0}, donc f(V) n’est pas un voisinage de
(=1,0) dans f(] — 3,7[).

—3,m—¢[

Pour conclure, on a un petit résultat bien utile :
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Lemme 1.1.4.12 (INJECTION CONTINUE DANS UN SEPARE). Si f: X — Y est continue injective et Y est séparé,
alors X est séparé.

Démonstration. Soit x # y € X, alors f(z) # f(y) € Y (car f injective) peuvent étre séparés par U,V < YV
ouverts disjoints. Par continuité de f, on a x € f~1(U) et y € f~1(V). Les ouverts f~1(U) et f~1(V) (f est
continue) sont disjoints et séparent = et y. O

1.2 Opérations sur les espaces topologiques
1.2.1 Produit

Soit (X;)ier une famille d’ensembles (I est un ensemble quelconque). On définit I’ensemble produit X = H X;
comme Pensemble des applications z: I — J X; telles que z(i) € X;. Pour z € X on écrit z = (2;) ou x; = ;e(lz) L
On note p;: X — X; tel que = — x; les prgejlections naturelles.

Définition 1.2.1.1 (TOPOLOGIE PRODUIT). Soit (X;);e; une famille d’espaces topologiques, on appelle topologie
produit sur gXi la topologie engendrée par les pi_l(Ui)7 avec ¢ € I et U; ouvert de Xj.

On appelle cylindre ouvert pi_l(Ui) ={zeX; 2, e U} =U; x H X, ot U; © X; est ouvert. En dimension
2, on ap; (Uy) = Uy x Xq et py ' (Us) = X1 x Uy (cf. dessin ci—des:;]us).

On appelle pavé ouvert une intersection finie de cylindres ouverts, donc égale a | p;l(U D=11U;x [I X;
jeJ jed iel\J
ou J c I est fini.

Proposition 1.2.1.2 (DESCRIPTION DE LA TOPOLOGIE PRODUIT). Soit 7 la topologie produit sur un produit
X =[] X; d’espaces topologiques.

el
(i) T est la topologie la moins fine (la plus petite) telle que les p; soient continues.
(ii) L’ensemble des pavés ouverts est une base de T.

Démonstration. (i) Les p; sont continues par définition de 7 et de la continuité. Toute topologie rendant
continues les p; contient les p; 1(U1-) donc contient T par définition de la topologie engendrée.
(ii) Découle de la proposition 1.1.3.4 : si on pose

A= {pz‘_l(Uz')§ 1el,Uyc X, Ouvert}

et on a vu que la topologie T 4 engendrée par A a pour base les intersections finis d’éléments de A i.e. les pavés
ouverts. Ainsi, les ouverts sont les unions de pavés ouverts. O

Remarque 1.2.1.3. Attention! Un produit [[ U; € X d’ouverts U; n’est ouvert que si c’est un pavé, i.e. si les
iel

indices i ou U; # X; sont en nombre fini (si ce nombre est infini le produit ne contient pas de pavé donc n’est

pas ouvert).

Lorsque || = n est fini, les pavés ouverts sont les U = Uy x - x U, ou U; est ouvert dans X;.

Proposition 1.2.1.4 (PROPRIETES FONDAMENTALES). Soit (X;);e; une famille d’espaces topologiques et soit
X = ][ X; leur produit.
iel
(i) Les projections p;: X — X; sont ouvertes.
(ii) Si f = (fi)ier: Y — X est une application, alors f est continue si et seulement si les composantes f; =
pio f: Y — X; sont continues (cette propriété caractérise la topologie produit).
(iii) Soit j € I et soit a € [| X;. L’application i,: X; — X ; z; — x ou x(j) = z; et z(i) = a; pour i # j, est
i#j
un plongement.
(iv) Le produit X = [] X; est séparé si et seulement si les X; sont séparés.
iel
Démonstration. (i) Soit U < X un ouvert et soit x; = p;(x) € p;(U). Soit V' = [[V; un pavé ouvert tel que
iel
zeV cU.On aalors p;(U) 2 p;(V) =V; 32, ou V; est ouvert, donc p;(U) est ouvert.
(ii) Si f est continue, ses composantes f; = p; o f sont continues par composition. Réciproquement, supposons

1. Une application x est une fonction qui choisit un élément x; € X; pour chaque i. L’existence d’une telle fonction si et seulement
si les X; sont non vides est exactement ’axiome du choix. L’axiome du choix est donc équivalent au fait qu’un produit d’ensembles
non vides est un ensemble non vide.
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les f; continues et montrons que f est continue. Puisque les p; 1(Ui) engendrent la topologie produit, il suffit de
montrer que les f~1(p; ' (U;)) sont ouverts lorsque U; est ouvert. Ainsi, f~*(p;*(U;)) = (pio f)~H(U;) = f7H(Uh)
est ouvert puisque f; est continue.

(iii) L’application est clairement injective donc bijective sur son image X; x {a} < X. Les composantes p; oi, de
i, sont soit constantes X; — X; si ¢ # j, soit l'identité X; — X, donc toutes continues. Ainsi, i, est continue
par (ii). Soit U; < X, un ouvert, alors le pavé U; x [] X; est ouvert dans X et i,(U;) = X; x {a} nU; x [[ X;

i#j i#j

est ouvert dans X; x {a}, prouvant que %, est ouverte vers son image.

(iv) Supposons X séparé. D’aprés (iii) chaque X; s’injecte continiiment dans X séparé, donc est séparé par le
lemme 1.1.4.12. Réciproquement, supposons les X; séparés et soit  # y € X. Il existe alors ¢ € I tel que x; # y;.
Puisque X; est séparé, il existe deux ouverts disjoints U et V de X; tel que z; € U et y; € V, donc pi_l(U) et
D; 1(V) sont deux ouverts disjoints de X contenant x et y respectivement. O

Remarque 1.2.1.5. Si on avait défini la topologie produit sur X pour que tous les produits d’ouverts U = [ U;
el
soient ouverts, alors
P = {e e X; fila) Ui (Vie D} = [ f7(U)
iel
aurait peu de chances d’étre ouvert lorsque [ est infini, méme si les fi_l(UZ-) sont ouverts. La propriété (ii) serait
fausse.

Exemple 1.2.1.6. (1) Si X est un espace topologique, on appelle cylindre sur X le produit cartésien X x [0, 1].
(2) On appelle tore de dimension n le produit T" = S! x .- x S! de n copies du cercle unité St R
(3) Soit Y un espace topologique, I un ensemble d’indices et posons X; = Y pour tout ¢ € I. Un élément
x € [] X; est exactement une application I — Y et on note également [[ X; = Y.

iel iel
Exercice 1.2.1.7. On peut montrer que la topologie produit sur Y/ est la topologie de la convergence simple :
une suite (f,)nen de Y converge vers f € Y7 si et seulement si les fonctions f,,: I — Y convergent simplement
vers f: I — Y. Si I n’est pas dénombrable, cette topologie n’est pas métrisable (bien que séparée).

1.2.2 Union disjointe

Définition 1.2.2.1 (UNION DISJOINTE). Soit (X;)e; une famille d’ensembles. Leur union disjointe est ’ensemble

[[Xi = {(2,i); xe X5 ieI}.

el

Exemple 1.2.2.2. Pour X; = X5 = [0,1], on a

[0, 1] J[0,1] = {(2,i); 2 € [0,1],i = 1,2} = [0,1] x {1} U [0,1] x {2}.

Chaque X; s’injecte dans [ ] X; par lapplication

el

¢i: Xi — HXi
i€l

et gbl(X?) N qf)J(XJ) =@ sii# j AiIlSi, X1 HXQ = X1 X {1} U X2 X {2} et quand X1 = X2 = X, pour tout
zeX,ona (z,1) # (x,2), donc X [[ X est constitué de deux copies disjointes de X.

Définition 1.2.2.3 (Topologie de I'union disjointe). Soit (X;);c; une famille d’espaces topologiques. La topologie

de lunion disjointe sur || X; est
el

Tu= { 11 Us; U; ouvert de XZ}.
el
On vérifie que c’est une topologie grace aux égalités [[U; [ [V; = [[(U;u Vi) et [TUin Vi = [[(U; nV5).
el el el el el el
C’est la topologie la plus fine pour laquelle les ¢; sont continues. En effet, soit U = [ [ U; € T, alors qﬁ;l U)=U;
iel
est ouvert, donc ¢; est continue. Réciproquement, soit 7 une topologie sur | [ X; rendant les ¢; continues. Soit
UeT,alors U; := qﬁi_l(U) est ouvert dans X; pour tout i € I, donc U = [[U; € T, puis T < T,.

el

Exercice 1.2.2.4. Les ¢; sont des plongements.
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1.2.3 Topologie quotient

Une relation d’équivalence sur un ensemble X est une partie R < X x X telle que :

(1) (Vo € X) (z,2) € R;

(2) (V(z,9) € X x X) (2,9) € R = (y,7) € R;

(3) (¥(@,9.2) € X°) (2,9) € R, (3,2) € R) = (2,2) € R.

On note c Ry ou z ~ y si (z,y) € R. La classe de = est {y € X; R y}. L’ensemble des classes, noté X/ R

forme une partition de X et on note 7: X — X /R la projection canonique. On pourra noter n(z) =7 = [z ] a

classe de z.

Exercice 1.2.3.1. Soit X un ensemble et (R;);c; une famille de relations d’équivalence sur X. L’ensemble [ R;
iel

est alors une relation d’équivalence sur X.

La plus petite (pour U'inclusion) relation d’équivalence est I’égalité, définie par la diagonale R = {(z,z); = €
X}, clairement contenue dans toute relation d’équivalence. A Tinverse, R = X x X les contient toutes. Etant
donné une partie A ¢ X x X, on appelle relation d’équivalence engendrée par A lintersection des relations
d’équivalence contenant A. C’est la plus petite contenant A.

Proposition-Définition 1.2.3.2 (TOPOLOGIE QUOTIENT). Soit (X,7) un espace topologique, R une relation
d’équivalence sur X et 7: X — X /R la projection canonique. L’ensemble

={UcX/R; 7Y (U)eT}
est alors une topologie sur X /R, appelée topologie quotient, la plus fine rendant 7 continue.

Démonstration. C’est une topologie car 'union et I'intersection se comportent bien par image réciproque : étant
donné U; © X /R des ouverts pour i € I i.e. tels que 771 (U;) € T et J < [ fini, on a

1<UIU) = gfl(m) €T et 71'1(]DIU]-> :J@fl(Uj) eT

donc |JU; € Tr et () Uj € Tr. De plus, 771(2) = @ et 7~ 1(X/R) = X par surjectivité de . Par définition,

iel jeJ
7 est continue pour cette topologie. Soit S une topologie sur X /R rendant 7 continue. Si U € S, alors 7~ *(U)
est ouvert, donc U € T . Ainsi, S € Tx. O

En pratique, le quotient X /R d’un espace topologique est toujours muni de la topologie quotient.

Remarque 1.2.3.3. Attention! L’'image par 7 d’un ouvert de X n’est pas nécessairement un ouvert de X/ R
i.e. ™ n’est pas nécessairement ouverte (car U'intersection se comporte mal par image directe).

Exemple 1.2.3.4. Soit A =]0,1[u[1,2] = ]0,2] € R muni de R engendrée par A = A x A i.e. vérifiant z Ry
pour tout z,y € A ou si z = y € R. L’ensemble 7(]0,1[) = 7(4) € R/R a pour image réciproque A qui n’est
pas ouvert, donc 7(]0, 1[) n’est pas ouvert.

Définition 1.2.3.5 (SATURE). Soient X un ensemble et soit R une relation d’équivalence sur X. Le saturé par
R d’une partie et A = X est 'ensemble 71 (m(A4)) = X. On dit que A est saturé s'il est égal & son saturé.

Dans l'exemple précédent, 0, 1[ n’est pas saturé, sont saturé étant 0, 1[u[1, 2]. Il suit immédiatement de la
définition 1.2.3.5 que 'image directe d’un ouvert saturé est un ouvert : si U = X est ouvert, alors 7~ (7 (U)) = U
est ouvert, donc m(U) < X/ R est ouvert.

Définition 1.2.3.6 (RELATION OUVERTE). On dit qu’une relation d’équivalence R sur un espace topologique
est ouverte si la projection canonique 7: X — X /R est ouverte (ou de fagon équivalente, si le saturé par R de
tout ouvert de X est ouvert).

Lemme 1.2.3.7 (ACTION PAR HOMEOMORPHISMES). Soit X un espace topologique et T' un sous-groupe de
Homeo(X). La relation associée a l'action de I' sur X (z Ry s’il existe g € T tel que y = g - x) est alors ouverte.

Démonstration. Soit U < X un ouvert. On a alors
7 (7)) = {ye X; n(y) e n(U)} = {y € X; Pz e U) n(y) = n(x)}
= {yeX; Ggel) Geel)y=g-2} =] o)

gel
qui est une réunion d’ouverts, donc c¢’est ouvert dans X, prouvant que w(U) est ouvert dans X/ R. O

Exemple 1.2.3.8. L’ensemble Z agissant sur R par translation k -z = z + k induit sur R la relation x Ry <
r —y € Z, qui est donc ouverte.
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1.2.4 Séparation

Remarque 1.2.4.1. Le quotient X/ R d’un espace topologique séparé X n’est pas nécessairement séparé (ce
qui est prévisible vu qu’on identifie des points...).

Exemple 1.2.4.2. (1) Soit X = R muni de R définie par x ~ y < = —y € Q. L’ensemble R/Q a alors la
topologie grossiére et plus de deux éléments, donc n’est pas séparé. En effet, soit U < R/ Q un voisinage ouvert
de [z] dans R/ Q. On voit alors que 7~ 1(U) est un voisinage ouvert de = + Q dans R. Il existe ¢ > 0 tel que
Jr—e,z+e[cm Y (U). Onaalors =} (U) o |z —e,z +¢[ = R, donc U = (7~ 1(U)) = R/ Q. De plus, R/ Q
a au moins deux éléments car [v2] = v2+ Q # Q = [0].

(2) Soit R engendrée par A x A avec A = ]0,1[U[2,3]. On a [3] = ]0,1[U[2,3]. L’ensemble X/R n’est pas
séparé car [0] et [%] ne peuvent étre séparés par des ouverts de X/ R. En effet, soit U,V < X /R ouverts tel
que [0] € U et [3] € V, alors = *(U) est un ouvert de R contenant 0 et 7' (V) est un ouvert de R contenant
7 1([3]) =10,1[u[2,3]. On a donc 71 (U) n =} (V) # @, dou U NV # @.

Proposition 1.2.4.3 (CRITERE DE SEPARATION). Soit X un espace topologique et soit R une relation d’équi-
valence sur X.

(i) L’espace X/ R est séparé si et seulement si tout « # y € X peuvent étre séparés par des ouverts saturés.
(ii) Si R est ouverte, alors on a I’équivalence : « X/ R est séparé & R < X x X est fermé ».

Démonstration. (i) e Supposons X/ R séparé. Soit x,y € X tel que w(x) # 7(y). Soit U,V < X/ R des ouverts
séparant [x] de [y], alors 7=1(U) et #=1(V) sont des ouverts saturés disjoints séparant z et y.

e Réciproquement, supposons la condition vérifiée. Soit [z] # [y] € X/R, soit U et V des ouverts saturés
disjoints contenant x et y respectivement. Les ensembles 7(U) 3 [z] et 7(V) 3 [y] sont alors ouverts, disjoints
puisqu’aucun élément de U n’est équivalent & un élément de V.

(ii)  Soit (z,y) € X x X\ R. Par hypothése, on a x # y, donc (i) donne des ouverts saturés disjoints U et V'
séparant x et y. On a alors (z,y) € U x V < X x X\ 'R, prouvant que X x X\ R est ouvert.

e Réciproquement, si [x] # [y] € X, alors (z,y) € X x X\'R qui par hypothése est ouvert. Il existe donc un
cube ouvert U x V dans X x X tel que (z,y) e U x V < X x X\ R. Par conséquent, U et V sont des ouverts
(pas nécessairement saturés) de X séparant z et y tels que 7(U) n m(V) = @. Comme 7 est ouverte, ce sont
des ouverts séparant [z] et [y]. O

1.2.5 Factorisation d’applications

Proposition 1.2.5.1 (PROPRIETE UNIVERSELLE). Si X et Y sont deux espaces topologiques, R une relation
d’équivalence sur X et ¢: X/R — Y une application, alors ¢ est continue si et seulement si ¢ o 7 est continue.
X —%T Ly
N e
X/R

Démonstration. Si ¢ est continue, alors ¢ o 7 est continue par composition. Supposons ¢ o 7w continue et soit
U < Y un ouvert. L’ensemble ¢~1(U) est alors ouvert puisque 71 (¢~1(U)) = (pom) 1 (U) est ouvert dans X,
prouvant que ¢~1(U) est ouvert dans X/R. Ainsi, ¢ est continue. O

Remarque 1.2.5.2. On peut montrer que cette propriété caractérise la topologie quotient (cf. exercice de TD
sur la topologie finale).

Soit f: X — Y une application entre deux ensembles et soit R une relation d’équivalence sur X. Supposons
que (Yz,ye X) 2Ry = f(x) = f(y). L’application f: X/R — Y définie par f(w(z)) = f(z) pour tout x € X
est alors bien définie puisque si w(z) = 7(y), alors on a f(z) = f(y).

x—1 Ly

~ 4
X/R

On dit que f se « factorise » au quotient. Notons R la relation d’équivalence sur X définie par z Ry <
f(z) = f(y), alors z Ry = f(x) = f(y) équivaut & R < Ry en tant que partie de X x X.

Théoréme 1.2.5.3 (FACTORISATION CANONIQUE D’UNE APPLICATION CONTINUE). Soient X,Y deux espaces
topologiques et R une relation d’équivalence sur X. Soit f: X — Y continue telle que R < Ry. On a alors :
(i) f se factorise en une application continue f telle que fonm = f.

(ii) f est injective si et seulement si R = R .

(iii) Si f est ouverte, alors f est ouverte et si f est fermée, alors f est fermée.
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Démonstration. (i) Evident par la propriété universelle 1.2.5.1.
(ii) On a déja R < Ry et
f injective = (Vo,y € X) f(r(2)) = f(n(y)) = n(x) = 7(y)
< (Va,y e X) f(z) = fy) = 7(x
< (Ve,ye X)zRry=2zRy
sRrcR.

I
=
<

~—

(iii) Soit U un ouvert de X/ R, alors 71 (U) est ouvert de X et f(U) = f(7~*(U)) est ouvert si f est ouverte.
Méme argument si f est fermée. O

Corollaire 1.2.5.4 (FACTORISATION). Soit X,Y deux espaces topologiques et f: X — Y une application
continue.

(i) f se factorise en une bijection continue f: X/R; — f(X) < Y.

(ii) SiY est séparé, alors X /Ry est séparé.

(iii) Si f est ouverte ou fermée, alors f est un plongement.

On obtient le diagramme commutatif suivant :

x—1 L rx)cy

-
X/R;

Démonstration. (i) et (iii) découlent du théoréme 1.2.5.3 et (i) du lemme 1.1.4.12 puisque X /Ry s’injecte

contintiment dans Y qui est séparé. O

Exemple 1.2.5.5. Sur X = [0, 1], soit ~ la relation d’équivalence engendrée par 0 ~ 1. On montre que [0, 1]/ ~
est homéomorphe a S' en factorisant I'application ¢ € [0,1] — f(t) = (cos(2nt),sin(2nt)) € R2.
01—/ slcR?

>~

0.1/~

En effet, f est continue, d'image S! et vérifie f(x) = f(y) & o ~ y. Elle se factorise donc en une bijection
continue f: [0,1]/ ~ — f([0,1]) = S'. De plus, f est fermée : si U = [0, 1] est fermé, alors U est compact dans
[0,1] aussi compact, d’ou f(U) est compact donc fermé dans R? et S'. D’aprés le corollaire 1.2.5.4, f est un
plongement 4.e. un homéomorphisme sur son image S*.

Exercice 1.2.5.6. Sur [0,1] x [0, 1], soit ~ engendrée par (s,0) ~ (s,1) et (0,¢) ~ (1,¢) pour tous s,t € [0,1].
Montrer que ([0,1] x [0,1])/ ~ est homéomorphe au tore S! x S*.

Exercice 1.2.5.7 (en TD). Démontrer que R /Z est homéomorphe a S*.

Exercice 1.2.5.8 (en TD). Soit D? = {z € C; |2| < 1} et ~ la relation d’équivalence sur D? engendrée par
x ~ y pour tous z,y € S! = 0 D?. Montrer que D2/ ~ est homéomorphe & S2.

1.2.6 Exemples : cOne, suspension, recollement, somme pointée
La topologie quotient permet de nombreuses constructions d’espaces topologiques.

Définition 1.2.6.1 (CONE). Soit X un espace topologique. On appelle cone sur X le quotient
C(X) = (X x[0,1])/ ~
o ~ est engendrée par (z,1) ~ (2/,1) pour tous x,2’ € X. L'image de X x {1} est le sommet du cone.

Exercice 1.2.6.2. L’application X — C(X); z — [(z,0)] est un plongement (permettant d’identifier X avec la
base du cone). Si X et Y sont homéomorphes, alors C(X) et C(Y') sont homéomorphes.

Définition 1.2.6.3 (SUSPENSION). Soit X un espace topologique. On appelle suspension de X 1’espace topolo-
gique quotient
S(X) = (X x [-L1])/ ~

ol ~ est engendrée par (z,1) ~ (2/,1) et (z,—1) ~ (2/,—1) pour tous z,2’' € X.
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Exercice 1.2.6.4. L’application X — S(X); z — [(,0)] est un plongement. Si X et Y sont homéomorphes,
alors S(X) et S(Y) sont homéomorphes.

Exercice 1.2.6.5 (en TD). Le cone C(S") est homéomorphe a B"! et S(S™) est homéomorphe a S™*1.

Définition 1.2.6.6 (RECOLLEMENT). Soient X,Y deux espaces topologiques, A une partie de X, B une partie
deY et f: A — B continue. Le recollement de X sur Y par f est I’espace topologique quotient

X[y =&[]v)/~
!

ol ~ est la relation d’équivalence engendrée par a ~ f(a) pour tout a € A.

Exercice 1.2.6.7. Soit X =Y =D’ = {z€ C; |2| <1}, A=S' = 0D’ et f = Idg1. Montrer que X [[Y est
!

homéomorphe & S2.

Définition 1.2.6.8 (SOMME POINTEE). Soit (X;, z;);e; une famille d’espaces topologiques pointés (z; € X;). La
somme pointée de cette famille est ’espace topologique quotient

\ (X, ) = <]_[Xi>/ ~

iel iel
ol ~ est la relation d’équivalence engendrée par (x;,i) ~ (x;, ) pour tous ¢,j € I.

Il est clair que linclusion X; — [ [ X; induit un plongement de X; dans \/(X;, z;).
el el
Car particulier : si X7 = Xp = --- = X,, = S! et 2; = 1 pour tout i € [[1,n]], alors \/ (X;, ;) s’appelle
i€[[1,n]]
un bouquet de n cercles.

1.3 Connexité, connexité par arc
1.3.1 Connexité

Définition 1.3.1.1 (CONNEXITE). Un espace topologique X est conneze s’il n’existe pas de partition de X en
deux ouverts non vides. Une partie A ¢ X est connexe si elle est connexe pour la topologie induite.

Cela équivaut a dire, par passage au complémentaire, que X est connexe s’il n’existe pas de partition de X
en deux fermés non vides. Egalement que les seules parties ouvertes et fermées de X sont @ et X.

Proposition 1.3.1.2 (PROPRIETES FONDAMENTALES). Soit X un espace topologique.

(i) X est connexe si et seulement si toute application continue X — {0, 1} discret est constante.

ii) Si X est connexe et f: X — Y est continue, alors f(X) est une partie connexe de Y.

iii) Si A, B = X telles que A = B c A et A est connexe, alors B est connexe. En particulier, A est connexe.

iv) Soient (A;);er une famille de parties connexes de X telle que (| A; # @. L’ensemble | J A; est alors connexe.
iel iel

(
(
(
(v) Un produit fini d’espaces connexes est connexe.

Démonstration. (i) e Soit f: X — {0,1} continue et soit y € f(X). Puisque {0, 1} est discret, le singleton {y}
est & la fois ouvert et fermé. Par continuité de f, Papplication f~!(y) est ouvert et fermé dans X, donc égal a
X par connexité de X. Ainsi, f(X) = {y}.
e Montrons la contraposée. Supposons X non connexe et soit {U, X\U} une partition de X en deux ouverts
non vides. Définissons f: X — {0,1} par f(U) = 0 et f(X\U) = 1. Les restrictions de f a U et & X\U sont
continues car constantes. Puisque U et X\U sont ouverts, alors f est continue.
(ii) Soit X connexe et soit f: X — Y continue. Soit ¢g: f(X) — {0,1} continue. L’application composée
go f: X — {0,1} est alors continue, & valeurs dans {0,1} donc constante par (i) puisque X est connexe. Il
s’ensuit que g est constante, d’ou f(X) est connexe par (i).
(iii) Soit f: B — {0,1} continue. La restriction de f a A est continue a valeurs dans {0,1}, donc constante
puisque A est connexe. Soit x € B. Puisque f(z) est un ouvert de {0,1}, par continuité, U = f~!(f(z)) est
un voisinage (ouvert) de x. Néanmoins, on a z € A, donc tout voisinage de x rencontre A. En particulier, on a
UnA#@,dou f(x) = f(A). Il Sensuit que f est constante sur B. On conclut avec (i).
(iv) On utilise encore (i). Soit f: |J A; — {0,1} continue. Pour chaque i € I, la restriction de f a A; est
iel

continue, & valeurs dans {0, 1}, donc constante puisque A; est connexe. Fixons un indice iy € I, alors pour tout
i€ I, puisque A;) N A; # @, on a f(A;,) = f(A;). Ainsi, f est constante et | J A; est connexe.

iel
(v) Exercice. O
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Le prototype d’ensemble connexe est 'intervalle :
Théoréme 1.3.1.3. Les parties connexes de R sont les intervalles.

Démonstration. Rappelons qu’une partie A ¢ R est un intervalle si elle vérifie la propriété :
(Va<beA) (VzeR) a<z<b=z€eA

e Montrons d’abord qu’une partie connexe est un intervalle. Soit A < R connexe, soit a,b € A tel que a < b et
soit a < z < b. Si z ¢ A alors
A=(An]—00,z[) U (4 n ]z, +x])

est réunion de deux ouverts de A, disjoints, contenant a et b respectivement donc non vides. On a alors une
contradiction, donc z € A et A est un intervalle.

e Montrons qu’un intervalle est connexe. Soit A < R un intervalle (non vide) et f: A — {0,1} continue. Nous
allons montrer que f est constante, ce qui sera conclusif. Supposons qu’il existe a < b € A tel que f(a) # f(b);
quitte a remplacer f par 1 — f, supposons que f(a) = 0. Soit

J ={te[a,b]; f(s) =0 (Yse]a,t])}

Cet ensemble est non vide car contient a, majoré par b, donc admet une borne supérieure z € [a,b] < A.

Par définition de la borne sup, il existe (z,)nen dans J convergeant vers z. Par continuité de f, on a donc

f(z) = lirf f(zn) = 0, donc z < b. Toujours par continuité de f, on a que f~1({0}) est ouvert dans A. Comme
n—-+0o0

z < b, on en déduit qu’il existe € > 0 tel que f = 0 sur [z, z + €] < [a, b], ce qui contredit la définition de z. En
conclusion, f est constante. O

Obstruction a I’homéomorphie : La connexité est une propriété invariante par homéomorphisme, ce qui
donne donc une obstruction trés simple 4 I’homéomorphie entre deux espaces topologiques. Ainsi, S' n’est pas
homéomorphe & un intervalle car S! privé d'un point reste connexe alors que I'intervalle privé d’un point (qu'on
peut choisir intérieur) ne Pest pas. De méme, R? n’est pas homéomorphe & R car R?\{point} est connexe
alors que R\{point} ne l'est pas. Plus généralement R? et R? ne sont homéomorphes que si p = ¢ mais la
démonstration demande des outils plus sophistiqués.

Soit X un espace topologique. On définit une relation ~ sur X par x ~ y s’il existe une partie connexe
C < X contenant z et y.

Proposition 1.3.1.4. La relation ~ définie ci-dessus est une relation d’équivalence sur X. Ses classes sont des
parties connexes et fermées de X, appelées composantes connexes de X. La classe de x est la réunion des parties
connexes contenant x.

Démonstration. La relation est clairement réflexive et symétrique. Soit z,y,z € X tel que x ~ y et y ~ z. Par
définition, il existe des parties connexes C' et C’ de X telles que z,y € C et y,2 € C’'. Puisque y € C n C’, on a
C u C" est connexe donc  ~ z. Montrons que la classe de z est égale a C, la réunion des parties connexes de
X contenant z. Soit y ~ x et C = X contenant x et y, alors C < C, et en particulier, y € C,. Réciproquement,
tout y € C,, est clairement équivalent & x, donc la classe de x est égale & C,. L’ensemble C), est connexe par la
proposition 1.3.1.2 (iv). Par ailleurs, C;, = C, qui est connexe par la proposition 1.3.1.2 (iii), donc C,, = C,, est
fermée. O

Une composante connexe C, avale tous les connexes qu’elle touche : si C, intersecte un connexe C, alors
C, o C. L’espace X est connexe si et seulement si C, = X. On peut détecter une composante connexe avec le
lemme suivant.

Lemme 1.3.1.5. Si A — X une partie non vide, ouverte, fermée et connexe, alors A est une composante connexe
de X.

Démonstration. Soit x € A, alors A < C, car A est connexe. Réciproquement, C,, N A est non vide, ouvert et
fermé dans C, connexe : il est donc égal & C.. On a donc C, < A. O

Une composante connexe n’est pas nécessairement ouverte : les composantes connexes de Q sont les singletons
(exercice) qui ne sont pas ouverts.
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1.3.2 Connexité par arc

Définition 1.3.2.1 (CONNEXITE PAR ARC). Soit X un espace topologique et z,y € X deux points. Un arc de
x & y est une application continue v: [0,1] — X telle que y(0) = x et y(1) = y. On dit que X est conneze par
arc si pour tout x,y € X, il existe un arc de z a y. Une partie A € X est connexe par arc si elle est connexe
par arc pour la topologie induite.

Proposition 1.3.2.2. Soit X un espace topologique.

(i) Si X est connexe par arc, alors il est connexe.

(ii) Si X est connexe par arc et f: X — Y est continue, alors f(X) est connexe par arc.

(iii) Si (A;)ier est une famille de parties connexes par arc de X telle que [ 4; # &, alors | J A; est connexe par
arc iel iel

(iv) Un produit fini d’espaces connexes par arc est connexe par arc.

Démonstration. (i) Supposons X connexe par arc et utilisons la caractérisation (proposition 1.3.1.2 (i)) de la
connexité. Soit f: X — {0,1} continue et soit x,y € X. Puisque X est connexe par arc, il existe un arc v de
2 & y. L’application composée f o~y: [0,1] — {0,1} est continue, & valeurs dans {0,1}, donc constante puisque
[0,1] est connexe. Ainsi, f(z) = foy(0) = foy(1) = f(y).

(ii) et (iii) sont laissés en exercice. O

Remarque 1.3.2.3. Attention! La réciproque a (i) est fausse et l’adhérence d’une partie connexe par arc
n’est pas nécessairement connexe par arc. Le contre-exemple classique est fourni par 'adhérence A de A =
{(z,sin(1/z); 0 < < 1} < R?. L’ensemble A est connexe par arc, donc connexe comme image continue de
10, 1[ qui est connexe par arc. Son adhérence A est donc connexe par la proposition 1.3.1.2 (iii). Par contre, A
n’est pas connexe par arc (exercice).

Exercice 1.3.2.4. Soit X un espace topologique. Le cone C'(X) et la suspension S(X) sont alors connexes par
arc.

Composantes connexes par arc : De méme qu’avec la connexité, on définit une relation d’équivalence ~
sur X par x ~ y s’il existe une partie C' € X connexe par arc contenant x et y. Ses classes sont les composantes
connezes par arc de X. Elles sont connexes par arc mais pas nécessairement fermées. Dans le contre-exemple
ci-dessus, A est une composante connexe par arc de A.

1.4 Compacité
1.4.1 Propriété de Borel-Lebesgue

Si X est un ensemble, on dit qu’une famille (A;);c; de parties de X est un recouvrement de X (ou recouvre
X) si |J A; = X. Un sous-recouvrement est une sous-famille (A4;);es (avec J < I) qui recouvre encore X. Si X
el
est un espace topologique, un recouvrement (A;);er de X est dit ouvert ou fermé si les A; le sont.
Définition 1.4.1.1 (ESPACE COMPACT). On dit qu’un espace topologique X est compact si les conditions
suivantes sont satisfaites :
(i) X est séparé.
(ii) Tout recouvrement ouvert de X admet un sous-recouvrement fini.
Une partie A © X sera compacte si A muni de la topologie induite est compacte.

L’hypothése (ii) est appelée axiome de Borel-Lebesgue. Par passage au complémentaire, (ii) équivaut a : si

(F})ier est une famille de fermés telle que () F; = &, alors il existe J < I fini tel que [ F; = @. Si la famille

iel ieJ
(Fi)nen est décroissante (Fy,+1 < Fy,), alors (ii) implique qu’il existe n tel que F,, = &.
Par contraposée, (ii) implique :

« Pour toute suite décroissante (F,)nen de fermés non vides de X, () F), est non vide. »
neN

Si A € X est compacte, l'assertion (ii) se traduit par : pour toute famille (U;);er d’ouverts de X tel que

Ac |J U, ilexiste J I fini tel que A < | J U;. Par abus de langage, on pourra appeler | J U; un recouvrement
i€l i€J i€l

ouvert de A (c’est les U; n A qui forment un recouvrement ouvert de A).
Proposition 1.4.1.2 (PROPRIETES FONDAMENTALES). (i) Si X est un espace compact, Y un espace séparé et
f: X — Y continue, alors f(X) est compact.
(ii) Si X est séparé et K < X compact, alors K est fermé.
(iii) Si X est compact et K < X, alors K est compact si et seulement si K est fermé.
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Démonstration. (i) L’image f(X) est séparé comme partie d'un espace séparé. Soit (U;);er une famille d’ou-

verts de Y telle que f(X) < |J U;. Puisque f est continue, chaque f~1(U;) est ouvert et (f~1(U;))ier est un
iel

recouvrement ouvert de X. On extrait un sous-recouvrement fini (f~1(U;))ics, J = X. Ainsi, (U;);es recouvre

encore f(X).

(ii) Soit z € X\K. Puisque X est séparé, pour chaque a € K, il existe un ouvert U, de X contenant x et un

ouvert Uy, de X contenant z tel que U, N U,, = @. La famille (U, ).ex est un recouvrement ouvert de K. Par

compacité de K, il existe a1, ..., an € K tel que (Uy, )i=1,... n recouvre encore K. Posons U, = Uy, c'est
i=1,...,n
un ouvert de X car l'intersection est finie, contenant x. De plus, U, n U,, = @ pour chaque : = 1,...,n. On
pose alors Ux = | J U,,, c’est un ouvert de X contenant K et U, n Ux = @. En particulier, U, < X\K et
i=1,...,n
X\K = |J U, est un ouvert de X, d’ou K est fermé dans X.
zeX\K

(iii) Soit X compact. Il reste & montrer que si K < X est fermé, alors K est compact. On sait que K est séparé

comme partie de X séparé. Soit (U;);e;r une famille d’ouverts de X tel que K < |J U;. En ajoutant 'ouvert
el

X\K a la famille (U;), on obtient un recouvrement ouvert de X, donc on extrait un sous-recouvrement fini,

de la forme (U;)es, avec J < I fini, plus éventuellement X\K. Ainsi, (U;);cs est un sous-recouvrement fini de

K. O
Seront trés utiles :

Corollaire 1.4.1.3. Si X est un espace compact, Y un espace séparé et f: X — Y continue, bijective, alors f
est un homéomorphisme.

Démonstration. 1l suffit simplement de montrer que f est fermée. Soit F' un fermé de X, alors F' est compact,
donc f(F) est compact, puis fermé. O

Corollaire 1.4.1.4. Soit f: X — Y continue oul Y est séparé. Si X/ R est compact, alors f se factorise en un
homéomorphisme f: X/R; — f(X).
Démonstration. L’application f se factorise en une bijection continue f: X/R; — f(X) ot f(X) est séparé,

on applique le corollaire 1.4.1.3 pour conclure. O]

Exemple 1.4.1.5. Soit f: R — S' on f(t) = (cos(2nt),sin(27t)). L’application f se factorise en une bijection
continue f: R/Z — S!. L'espace R/Z est séparé (car s’injecte continiment dans un séparé). En notant
m: R = R/Z la projection canonique, on a alors que R/Z = n(R) = 7([0,1]) est compact comme image

continue d’un compact dans un séparé. On conclut avec le corollaire 1.4.1.4 que f est un homéomorphisme.
Trés surprenant :

Théoréme 1.4.1.6 (TYCHONOFF). Un produit | [ X; d’espaces topologiques compacts est compact.
el

Exercice 1.4.1.7. Soit X et Y deux espaces topologiques. On a l’équivalence :

X x Y est compact < X et Y sont compacts.

1.4.2 Compacité dans les espaces métriques

On rappelle qu’étant donnée une suite (x,)nen d'un espace topologique X, on dit que y € X est valeur
d’adhérence de la suite (x,,)nen sl pour tout voisinage V' de y, 'ensemble {n € N; z,, € V'} est infini.

Exercice 1.4.2.1. Si X est métrisable ou plus généralement si y admet une base dénombrable de voisinages,
alors y € X est valeur d’adhérence de (x,,)nen si et seulement si il existe une sous-suite de (z,,)neNn convergeant
vers y.

Théoréme 1.4.2.2 (BOLZANO-WEIERSTRASS). Soit (E, d) un espace métrique et A une partie de E. L’ensemble
A est compact si et seulement si toute suite de E admet une valeur d’adhérence.

Cela équivaut donc a dire que toute suite a une sous-suite convergente.
Corollaire 1.4.2.3. Soit (E,d) un espace métrique. Si A ¢ E est compact, alors A est fermée et bornée.

Démonstration. Soit A — E compacte. Un espace métrique est séparé, donc A est fermé. Fixons x € E. Si A
n’est pas borné, pour tout n € N+g, A ¢ B(x,n). On peut alors construire une suite (z,)nen de A telle que
d(x,z,) tend vers +00 quand n — o0. Une telle suite n’a pas de sous-suite convergente car une suite convergente
est bornée. O
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Théoréme 1.4.2.4. Soit (E,| - ||) un espace vectoriel normé de dimension finie. Les compacts de E sont alors
les fermés bornés.

Remarque 1.4.2.5. En fait, la compacité des fermés bornés, ou de maniére équivalente de la boule unité fermée,
caractérise les e.v.n de dimension finie : c¢’est le théoréme de compacité de Riesz.
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2 Variétés
2.1 Variétés topologiques de dimension m

Définition 2.1.0.1 (VARIETE TOPOLOGIQUE). Une wariété topologique de dimension m € N est un espace
topologique M localement homéomorphe & R™ (i.e. tout point de M admet un voisinage homéomorphe & R™).

Puisque tout ouvert de R™ est localement homéomorphe & R™, (en effet, si f: x € U >V ouvert de R™,
alors x € U ~ B(a,e) < V, mais B(a,e) ~ R™) cela revient a dire que M est localement homéomorphe & un
ouvert de R™. On pourra appeler M une m-variété ou simplement une variéteé.

Remarque 2.1.0.2. (1) Tout ouvert de R™ est une m-variété.

(2) Toute sous-variété différentiable de dimension m de R™ est une m-variété. Si ¢: U < R™ — R" est un
redressement local de M, alors sa restriction et corestriction M n U — R™ x{0} est un homéomorphisme vers
un ouvert de R™.

(3) L’espace M =] —1,1[ x{0} u {0}x ]0,1[ = R? muni de la topologie induite n’est pas une 1-variété. Sinon
il existerait U < M un voisinage ouvert de 0 homéomorphe & R, mais alors U\{0} serait homéomorphe a
R \{point}, ce qui est impossible car U\{0} a trois composantes connexes et R\{point} en a deux.

On a immédiatement :

Proposition 2.1.0.3. Si M et N sont des variétés topologiques de dimension m et n respectivement, alors
I’espace produit M x N est une variété de dimension m + n.

La dimension m d’une variété topologique est constante par définition. Si on autorise la dimension m(x) € N a
dépendre du point x € M, chaque composante connexe de M aurait néanmoins une dimension fixe car la fonction
2 — m(x) est localement constante. Cela semble évident mais c¢’est en fait non trivial & prouver rigoureusement :
cela requiert le théoréme suivant, dont il n’y a pas de preuve simple (sans introduire de nouveaux outils).

Théoréme 2.1.0.4 (INVARIANCE DU DOMAINE DE BROUWER). Soit U un ouvert de R" et f: U — R" continue
et injective, alors V' = f(U) est ouvert et f est un homéomorphisme entre U et V. En particulier, R" est
homéomorphe & R™ si et seulement si n = m.

La derniére assertion du théoréme vient du fait que linclusion i: R" — R" x{0} < R™ est continue et
injective si n < m, mais d’image i(R") = R" x{0} clairement pas ouvert si n < m, donc §’il existait un
homéomorphisme f: R™ — R" avec n < m, alors ¢ o f: R"™ — R™ serait continue injective, ce qui contredit
la premiére assertion.

Il suit du théoréme que la dimension d’une variété topologique est un invariant d’homéomorphie : deux
variétés topologiques homéomorphes ont méme dimension. Une variété de dimension 2 est une surface.

Définition 2.1.0.5 (CARTE, ATLAS). Soit M une m-variété.

(i) Une carte de M est un couple (U, ¢) ot U est un ouvert de M, Papplication ¢: U — ¢(U) un homéomorphisme
et ¢(U) un ouvert de R™.

(ii) L’ouvert U est le domaine de la carte et 'application réciproque ¢~1: ¢(U) — U est une coordonnée locale.
(iii) Etant donné deux cartes (U, ¢) et (V, 1) de M, on appelle I'application de changement de coordonnées (qui
est un homéomorphisme entre ouverts de R™)

bod i U N V) = (U V)

un changement de cartes (avec un abus de langage).
(iv) Un atlas de M est une famille de cartes {(U;, ¢;); ¢ € I} de M telle que | JU; = M.
iel

Toute variété topologique admet un atlas.

Remarque 2.1.0.6. (1) Une variété topologique M peut-étre enrichie d’une structure supplémentaire en de-
mandant qu'un atlas A = {(UZ-, oi); 1el } de M ait des changements de cartes préservant la structure.

(2) M est une variété différentiable de classe C* si elle admet un atlas dont les changements de cartes sont des
Ck-difféeomorphismes. Exemples : les sous-variétés différentiables CF.

(3) M est une variété affine si les changements de cartes sont des restrictions d’applications affines.

Proposition 2.1.0.7 (PROPRIETES DES VARIETES TOPOLOGIQUES). Soit M une variété topologique.

(i) M est localement connexe par arc (tout point admet une base de voisinages connexes par arc).

(ii) M est localement séparée (tout point admet un voisinage séparé).

(iii) Tout point de M admet une base de voisinages compacts. Si M est séparée, alors M est localement compacte.
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Démonstration. Soit a € M et soit (U, $) une carte autour de a telle que ¢(U) = R™. Tout d’abord, U est
un voisinage séparé de a car homéomorphe & R™ qui est séparé. Posons pour n € Nwg, U, := ¢~ 1(B(0,1/n)).
On a alors que U, est connexe par arcs et U, = ¢~(B(0,1/n)) est compact dans U (donc dans M) comme
image continue d’un compact dans un séparé. Ainsi, {U,},en est une base de voisinages connexes par arc de a
et {m}neN est une base de voisinages compacts de a. O

Remarque 2.1.0.8. Une variété topologique n’est pas nécessairement séparée !

Exercice 2.1.0.9 (LA DROITE A DEUX ORIGINES - EN TD). Soit M = R x{1,2}/ ~ ou la relation d’équivalence
est engendrée par (z,1) ~ (z,2) pour tout x # 0. Montrer que M est une 1-variété connexe avec un atlas a 2
cartes, mais non séparée.

La méme construction en remplacant R par S' donne une 1-variété qui a la propriété de Borel-Lebesgue
(axiome (ii) de la compacité) mais n’est pas compacte car pas séparée.
Exercice 2.1.0.10. Montrer que si M est une variété compacte, elle est & base dénombrable (sa topologie admet
une base dénombrable).

Pour la culture générale on mentionne le théoréme suivant :

Théoréme 2.1.0.11 (PLONGEMENT DE WITNEY | ~ 1935). Soit M une m-variété topologique séparée a base
dénombrable. Il existe alors ¢: M — R?*™ %! un plongement. En particulier, M est métrisable.

Ce sera le cas des variétés compactes qu’on verra par la suite. Par contre, il est fréquent de rencontrer des
coiz N . . 1 .. .

m-variétés trés raisonnables qui ne se plongent pas dans R™*!. Ainsi, on verra que parmi les surfaces compactes,

la moitié exactement, ne se plonge pas dans R3. On n’utilisera pas le théoréme de Witney, on admet sa preuve.

MAINTENANT, TOUTES LES VARIETES SERONT SUPPOSEES SEPAREES A BASE DENOMBRABLE.

On ne sera donc pas embété avec les pathologies sur les critéres séquentiels, entre autres. Vérifions que nos
variétés favorites en font partie.

2.2 Sphéres et projectifs
2.2.1 Sphéres

On note S™ la sphére unité de R™"!

n+1
S" = {x = (x1,...,2pp1) € R"TL |2)? = Z z? = 1}
i=1

munie de la topologie induite.

Proposition 2.2.1.1. La sphére S™ est une n-variété compacte admettant un atlas a deux cartes. Elle est
connexe si n = 1.

Démonstration. e Sin = 0, la sphére S° = {—1,1} est une variété de dimension 0 compacte & deux composantes
connexes.

e Sin > 1, les cartes sont les deux projections stéréographiques associées au pole N = (0,1) € R" xR et
S = (0,—1) qu’on rappelle. Pour z € S"\{N}, on définit ¢ (z) comme l'intersection de la droite (Nz) avec
R" x{0} et pour z € S"\{S}, ¢s(x) est 'intersection de la droite (Sz) avec R" x{0}. On peut calculer (exercice,
penser a Thales!) que

u U
on(u,t) = T—¢ ((u,t) € S"\{N}) et os(u,t) = T4 ((u,t) € S"\{S}).
Ce sont des homéomorphismes vers R™ de réciproques
1 (2y, |y|* — 1) -1 2y, —[yl* + 1)
=220 et =0 AL 77
S Gl RS

Comme ¢g(N) =0 = ¢n(9), le changement des cartes ¢pgopy' est défini sur R” x{0} — R"™ x{0} et on calcule
que c’est I'inversion

g U
lyl®

L’espace topologique S™ est fermé borné, donc compact. Les deux domaines de cartes sont homéomorphes & R"
donc connexes et d’intersection non vide et ainsi, S™ est connexe. O]
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Exercice 2.2.1.2 (en TD). Montrer que la restriction a S n {y > 0} de la projection (z,y) — z définit une
carte de S'. Déterminer un atlas de S' & l’aide de projections. Montrer que les changements de carte sont C®.

Exercice 2.2.1.3 (en TD). Montrer que I'application ]0,00[xS™ — R™"'\{0}; (r,z) — rz est un homéomor-
phisme.

2.2.2 Espaces projectifs

Définition 2.2.2.1 (ESPACE PROJECTIF). Soit k = R ou C. L’espace projectif Py (aussi note P"(k)) est
'ensemble des droites vectorielles de k™. 11 est topologisé en I'identifiant au quotient

(k"F\{0})/ ~
ol & ~ y si et seulement si z et y sont colinéaires, i.e. x = Ay pour \ € k\{0}.

Proposition 2.2.2.2. L’espace projectif réel Pg (resp. complexe P¢) est une variété topologique de dimension
n (resp. 2n) connexe et compacte. Il admet un atlas & n + 1 cartes.

Démonstration. e On note 7: k"*\{0} — P} la projection et si z € k"™ \{0}, on note [z] = 7(z) sa classe.
On munit Py, de latlas suivant : pour i € {1,...,n+1}, soit U; = {[x1,...,Znt+1] € Py; 2; # 0}. C’est un ouvert
puisque 7~ 1(U;) = {z € kK"t \{0}; z; # 0} est ouvert. On définit ¢;: U; — k" (k™ = R" ou k" = C" = R*™)
par
T xX; X 1
¢i([1, .. 1)) = (”*) ek"
(le symbole Z; sur z; veut dire que Pon retire la i-éme coordonnée). On obtient le diagramme commutatif
suivant :
T U) — 2T e

— o

UlcPﬁ '

L’application est bien définie et continue puisque c’est la factorisation de

_ Z1 f/lj\z' Tn+1
1<Ui>H<,... % )k

ZT; ’ €T ’ Z;

qui est constante sur chaque classe et continue (théoréme 1.2.5.3).

e Montrons qu’elle est injective : soit [x], [#'] € U; tel que ¢;([z]) = ¢;([2']). Puisque ¢;([x]) = ¢:([Az]) pour
tout A € k\{0}, on peut supposer que z; = 1 = z;. On a donc par hypothése I'égalité (z1, ... 1,... yTpt1) =
(xy,...,1,... 2, ,), dou [z] = [2'].

e L’application ¢; est clairement surjective si pour tout y € k™, on prend

(917---7yn) :¢i([y17"'317"-ayn])EU'L'

(avec 1 sur la i-éme coordonnée). L’application est donc bijective de réciproque la composée

Qsi_l(yla"'ayn):[yla"'vla"'ayn]

qui est continue. Ainsi, ¢; est un homéomorphisme et (U;, ¢;) une carte de Py.

e Clairement, les U; recouvrent P}, donc la famille {(U;, ¢;); 1 <4 < n + 1} est un atlas de Py.

e Sin =0, alors P = {[1]} qui est bien compact et connexe. Supposons n > 1, alors k"*\{0} est connexe,
donc Py, est connexe comme image continue d’un connexe.

e Montrons que P}, est compact. On commence par la séparation. Soit [x] # [y] € Py, i.e. x et y ne sont pas
colinéaires. On se donne deux formes linéaires a,b: k""" — k telles que a(z) = 0, b(z) = 1 et a(y) = 1, b(y) = 0
puis on définit

L ey a2 e )
C, - { e K"\ {0} |b(z)|<1} C,: { e k" {0}; |a(z)|<1}.

Ces ensembles sont ouverts, disjoints et invariants par multiplication scalaire (i.e. z € C implique que Az € C'
pour A € k\{0}), donc saturés. Evidemment, z € C, et y € C,,. Il s’ensuit que 7(C,) et m(C,) sont des ouverts
disjoints séparant [x] et [y], prouvant que Py est séparé. On montre maintenant que Py est compact comme
image continue d’un compact dans un séparé. Notons S la sphére unité dans R™"**\{0} si k = R ou dans

R?"2\{0} = C""'\{0} lorsque k = C. On a alors P} = 7(S). En effet, soit [z] € P}. On a donc 7 €S et

[z] = [ﬁ] = W(ﬁ—l) e m(S). O
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Proposition 2.2.2.3. Soit n € N.

(i) L’espace projectif réel Pg est homéomorphe & S/ ~ ol ~ est engendrée par x ~ —z pour tout x € S™.

(ii) L’espace projectif complexe Pg est homéomorphe & S2"+1/ ~ oti ~ est engendrée par z ~ €'z pour tout
ze 82t « C""l et e R.

Démonstration. (i) On considére 'application f: S™ — P§ définie par

(U 4
xr x —  [z]

Clairement, f est surjective continue et f(z) = f(y) & z = Ay ou A e R\{0} & x = +y (car |z]| = [\ - [ly] et
[z] = |yl =1) < « ~ y. L’application f se factorise donc en une bijection continue f: S"/ ~ — P% :

sm — L . pp

N4

S™/~

L’espace S™/ ~ est séparé car s’injecte continiiment dans Py séparé. Ainsi, P est compact comme image
continue de 8™ compact. On conclut que la bijection continue f est un homéomorphisme a I’aide du corollaire
1.4.1.3.

(ii) Méme argument (exercice). O

Exercice 2.2.2.4 (en TD). (1) Montrer que P est homéomorphe a S*.
(2) Montrer que P& est homéomorphe a S2.

Solution : On cherche une application F' telle que la diagramme ci-dessous est commutatif :

st —F . pPL
N /f
St/{+1}
Prenons par exemple F(z) = 22 et notons [z] la classe d’équivalence de z dans S'/{+1} i.e. [2] = {—2z,z}.
Supposons que f([z]) = f([#']), donc 22 = 22, d’oit 2 = +2’ et on en déduit que [z] = [2/]. Comme F est
surjective continue, alors f est surjective continue, donc f est bijective, S'/{£1} compact car image continue
d’un compact et P%{ est compact, donc séparé. En outre, f est un homéomorphisme.

On verra que P% n’est pas homéomorphe & S? (en fait il n’est pas plongeable dans RB).

Exercice 2.2.2.5 (DROITE AFFINES - EN TD). Montrer que ’ensemble des droites affines {ax + by + ¢ = 0} de
R? admet une structure de 2-variété topologique.

2.3 Opérations sur les variétés topologiques
2.3.1 Quotients de variétés

On investigue les conditions pour que M /G soit une variété (séparée) lorsqu’un groupe G agit par homéo-
morphisme sur une variété M. On rappelle que M /G désigne lespace topologique quotient M/ ~ ol ~ est
engendrée par © ~ gx pour tout x € M et g € G. Deux exemples déja vus :

e S2/(Z/2Z) = Py (ou (Z/2Z,+) agit par antipodie : [1] -z = —z);
e R/Z =S (ot (Z, +) agit par translation : k -z = x + k).
Introduisons auparavant une notion reliée, celle de revétement.

Définition 2.3.1.1 (REVETEMENT). Une application p: X — Y entre deux espaces topologiques est un revéte-

ment si :

(i) p est continue et surjective;

(ii) pour tout y € Y, il existe un voisinage ouvert V de y tel que p~!(V) = |J U; ou les U; sont des ouverts
iel

disjoints dans X tel que p : U; — V soit un homéomorphisme pour chaque ¢ € I.

En particulier, p est un homéomorphisme local mais un homéomorphisme local n’est pas nécessairement un
revétement. Il est clair que y — Card(p~!({y})) € N U{+0} est localement constant, donc constant si Y est
connexe. Quand ce nombre est fini, on I'appelle le degré du revétement. L’ensemble p~!({y}) est appelé la fibre
au dessus de y.
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Exemple 2.3.1.2. (1) L’application quotient p: S? — P%{ est un revétement de degré 2 : posons H T I’hémisphére
nord de S? et H~ I’hémisphére sud. On a V := p(H") = p(H~) et p~*(V) = H* U H~. Ainsi, on a bien un
homéomorphisme p: H¥ 5 V.

(2) L’application f: R — R/Z ~ S'; t — (cos(t),sin(t)) définit un revétement de R sur S* (de degré infini).
(3) Sa restriction | — 27, 27[ — S?! est encore continue, surjective et un homéomorphisme local mais n’est pas
un revétement.

On rappelle qu'une action d’un groupe G sur un ensemble X est un morphisme p: G — Bij(X) = G&x.
On doit donc avoir p(gh)(x) = p(g)(p(h)(z)) pour tout g,h € G et x € X. En général, on note simplement
gx Vélément p(g)(x). Ainsi, (gh)x = g(ha) = gha. Nécessairement, le neutre e € G agit comme Idx puisque
e(ex) = (ee)x = ex pour tout x € X, donc e fixe tous les ex de X i.e. tous les points. L’orbite d’un élément z est
Pensemble Gz = {gz; g € G}. Selon la structure que porte X, on peut demander que p(G) arrive dans une partie
sympathique de Bij(X), comme Homeo(X) (si X est un espace topologique), Diffeo(X) (si X a une structure
différentiable), Isom(X) (si X est un espace métrique ou un groupe), GL(X) (si X est un espace vectoriel), etc...

Exercice 2.3.1.3 (EN TD). (1) Déterminer les actions par isométries de (Z /2Z, +) sur R.
(2) Méme question sur R2.

Définition 2.3.1.4 (ACTION SEPARANTE, TOTALEMENT DISCONTINUE). Une action de G sur un espace topo-
logique X est :

(i) séparante si pour tous z,y € X tel que y ¢ Gz, il existe des voisinages ouverts U de x et V de y tels que
GUNV =02.

(ii) totalement discontinue si pour tout z € X, il existe un voisinage ouvert U de z tel que pour tout g € G\{e},
onagUnU=0g.

Remarque 2.3.1.5. Dans (i), on peut renforcer la conclusion en GU n GV = @. En effet, pour g,h € G on a
gUNhV =@ < h lgUnV =2.

Si l'action de G est séparante, alors X /G est séparé. En effet, si [z] # [y] € X/G, alors y ¢ Gz. On prend des
voisinages ouverts U et V de x et y respectivement tels que GU n GV = @. Les ouverts GU et GV sont saturés
disjoints, leur quotient dans X /G sont des ouverts disjoints séparant [z] et [y].

Exercice 2.3.1.6. L’action par translation de G = (Z", +) sur R", définie par gz =z +g¢g, o0 g = (91,...,9n) €
Z", est séparante et totalement discontinue. Pour (i), soit z,y € R" avec y ¢ Gz = z + Z". Clairement,
B(y, 2d(z,y)) n Gz est fini, donc ¢ := d(y, Gz) > 0. On prend alors U = B(z,£/2) et V = B(y, £/2). L’ensemble
GU est une réunion de boule de rayon /2 centrées sur les éléments de Gx, donc GU NV = &. Pour (ii), il suffit
de prendre U = B(z,1/2).

Théoréme 2.3.1.7. Soit G un groupe agissant de maniére totalement discontinue et séparante sur une m-
variété M. L’espace topologique quotient M /G est une m-variété séparée et la projection p: M — M /G est un
revétement.

Démonstration. L’espace M /G est muni de la topologie quotient. Il est séparé par la remarque ci-dessus. Soit
[z] = Gz € M /G et U un voisinage ouvert de z comme dans la définition précédente. Puisque gU est disjoint de
U pour tout g € G différent de e, la projection p est injective U — p(U) < M /G. Elle est continue par définition
de la topologie quotient et ouverte puisque G agit par homéomorphisme. Il s’ensuit que p(U) est un ouvert et
que p: U — p(U) est un homéomorphisme. Cela montre que M /G est localement homéomorphe & R™, puisque

U lest. Ensuite, gU n hU = @ pour tout g # h € G, donc |J gU est une union d’ouverts disjoints. Comme
geG

au-dessus, p: gU — p(U) est un homéomorphisme. Il s’ensuit que p: GU — p(U) est un revétement et donc que

p: M — M/G est un revétement. O

Définition 2.3.1.8 (ACTION SANS POINT FIXE). Un groupe G agit sans point fize sur un espace X si pour tout
g€ G\{e} et tout z € X, on a gz # x.

L’action par antipodie de Z /2Z sur S™ et par translations de Z™ sur R™ sont sans point fixes. Une action
totalement discontinue est sans point fixe.

Théoréme 2.3.1.9. Si G est un groupe fini agissant sans point fixe sur une m-variété M séparée, alors M /G
est une m-variété séparée.

Démonstration. e Montrons d’abord que l'action est totalement discontinue. Notons G = {e = ¢1,92,- .., 9k}
Soit x € M et soit z; = g;x pour i € {1,...,k}. Puisque G agit sans point fixe, on a x; # x; si i # j. Puisque
{z1,..., 21} est fini et M est séparé, on peut trouver des voisinages ouverts U; de z; tels que U; nU; = @
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si i # j (en prenant lintersection de voisinages séparant les points deux & deux). On pose alors V] = U; n

g;l(Ug) AN g,;l(Uk), puis V; = g;(V1). Ce sont des voisinages de z; contenus dans U;, donc V; n'V; = & si

i # j. En particulier, pour g € G\{e}, on a g(V1) n V; = @.

e On montre maintenant que l'action est séparante. Soit z, 2’ € M tel que 2’ ¢ Gx. On a alors Gz = {x1,..., 2%}

et Go' = {af,...,z}} ou tous les points sont distincts. On procéde comme au dessus pour construire des

voisinages U; des z; et U/ des 2/, deux a deux disjoints puis on pose Vi = (g; *(U;) et V{ = (N g; *(U!). Ainsi,
K3 1

GV; n GV/ = @. On conclut en appliquant le théoréme 2.3.1.7. O

2.3.2 Exemples de surfaces obtenues comme quotient

Exemple 2.3.2.1 (CYLINDRE REVISITE). Le cylindre S'x | — 1,1[ est homéomorphe & (R x ] — 1,1[)/Z ot
(Z,+) agit par translation sur le premier facteur, i.e. est engendrée par 1- (x,y) = (z + 1,y). On obtient
I’homéomorphisme par factorisation :

flzt)=("".1)

T /f
(Rx]—1,1)/Z

Rx]—1,1] Stx]—1,1[

Exemple 2.3.2.2 (TORE REVISITE). Le tore T" = S! x - .- x S! est homéomorphe & R" /Z" ot (Z", +) agit par
translation. On a vu que l'action est totalement discontinue et séparante, donc R" /Z" est une n-variété. On
peut vérifier que f: R" — T" tel que (z1,...,7,) — (e2™1 ... €%7™@n) se factorise en une bijection continue
F:RY/Z" > T".
R — 1 n
=
RTL /Zn

On en déduit que R™ /Z" est compact : séparé car s’injecte contintiment dans T" séparé puis image continue
de [0, 1]™ compact. On conclut que f est un homéomorphisme.

Exemple 2.3.2.3 (RUBAN DE MOEBIUS). Soit M = S'x] — 1,1 (le cylindre). On définit une action par
homéomorphisme de G = (Z /2Z,+) sur M par [1]- (z,t) = (—z,—t). C’est bien une action car

(12, 8) = [1(=2,—t) = (2,) = [0](z, £) = ([1] + [1]) (=, ).

L’action est sans point fixe, donc d’aprés le théoréme précédent, M /G est une surface, qu’on appelle ruban de
Moebius (ainsi que toute surface qui lui est homéomorphe).

Exercice 2.3.2.4 (RUBAN DE MOEBIUS - EN TD). (1) Montrer que le ruban de Moebius est homéomorphe a
M =R x]—1,1[/Z ou l'action de Z est engendrée par 1-(z,t) = (x+1,¢). En déduire que le ruban de Moebius
s’obtient d’un rectangle en identifiant deux cotés opposés.

(2) Montrer que le projectif réel P%{ est réunion d’un ruban de Moebius et d'un disque fermé.

Exemple 2.3.2.5 (BOUTEILLE DE KLEIN). Soit T? = S! x S! « C? (le tore). On fait agir Z /2Z sur T? par
[1](2,2') = (2, —2'). Clest clairement une action par homéomorphisme, sans point fixe, donc T? /(Z /2 Z) est
une surface compacte connexe, qu’on appelle bouteille de Klein notée K2.

Exercice 2.3.2.6 (BOUTEILLE DE KLEIN - EN TD). (1) Montrer que la bouteille de Klein K* est homéomorphe
a(R?*/Z*/(Z/2Z) ou
[1]- [, 9)] = [(z + 1/2, —y)].

En déduire que K? peut s’obtenir d’un rectangle en identifiant les cotés par paires.
On veut montrer que K? est homéomorphe a R? /G ou G = (Z x Z, o) agit par isométries sur R? et la loi  du
groupe est a déterminer. On note a = (1,0) et b = (0,1) et on pose que

a(z,y) = (@ +1/2,—y)  b(x,y) = (z,y +1).

Calculer a(b(z,y)) et bla(z,y)). Qu’'en conclure ?

Déterminer une formule pour (k, ¢)(x,y) qui étende a et b a tout (k,£) € Z x Z.

Déterminer une formule pour (k, £) e (k',¢') compatible avec I’action formulée précédemment.
Vérifier que e est bien une loi de groupe sur Z x Z.

Bravo! Vous avez découvert le produit semi-direct Z x Z et montré que K* = R? /(Z x Z).

N NN N
UL W N
NS AN
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2.3.3 Somme connexe

Heuristique : la somme connexe de deux m-variétés M et N est la variété obtenue en enlevant une boule
ouverte & chacune et en recollant les sphéres de bord par un homéomorphisme. Soit donc (U, ¢) une carte de M
et (V,4) une carte de N telles que ¢(U) = (V) = R™. Soit Uy < U et Vi < V les domaines correspondants
a B(0,1) « R™. Soit f: dU; — Vi définie par f(z) = ¢! o ¢(x). Notons M’ = M\Uy, N’ = N\V; puis
observons que 0U; < M’ et 0V; = N’. On définit un espace topologique W comme le recollement de M’ sur N’
par f7

W=M][N
f
(i.e. on identifie x € U a f(x) € 0V1). On admettra la proposition suivante :

Proposition 2.3.3.1. (i) W est une m-variété topologique.

(ii) Si M et N sont compactes, alors W est compacte.

(iii) Si M et N sont connexes, alors W est connexe.

(iv) Si M et N sont des surfaces connexes, alors la classe d’homéomorphie de W ne dépend pas des cartes (U, ¢)

et (V, ).

La propriété (iv) reste vraie pour des m-variétés orientées ot une carte préserve lorientation et 'autre
carte la renverse. L orientabilité est facile & définir pour des variétés différentiables (il existe un atlas ou les
changements de carte ont tous une jacobienne de déterminant positif) mais plus délicate pour des variétés
topologiques. On ne le fera pas en toute généralité. Dans le cas des surfaces, on peut prendre comme définition :
une surface est orientable si et seulement si elle ne contient pas de ruban de Moebius.

Définition 2.3.3.2 (SOMME CONNEXE). On appelle somme connexe de surfaces connexes M et N et on notera
M#N toute surface homéomorphe a W.

Proposition 2.3.3.3 (PROPRIETES DE LA SOMME CONNEXE). Soit My, My, Ms des surfaces connexes. On note
~ la relation « étre homéomorphe ».

(i) Mo#M; = My#Mo;

(iii) M#S? =~ M

Démonstration. (1) Soit (U,¢) et (V,4) des cartes comme ci-dessus pour M, et M; respectivement. Soit
f:0U; — dV; 'homéomorphisme associé. On réalise Mi#My a Paide des cartes (V,v), (U, ¢) et de I'ho-
méomorphisme f~1. On peut vérifier que pour i = 0, 1, Papplication (z,7) — [(z,1 — )]

M§ > {0} U M{ x {1} — M{ x {0} u M x {1} — M| | [ M}
f—l

se factorise en un homéomorphisme [(z,%)] — [(x,1 —i)] entre M) [ M7 et M; [ M.
f —1

(i) On choisit des cartes (U, ¢) et (V, ) de My et My définissant Mo# My, puis (U’, ¢') et (W, ) de My et My
définissant M;# My telle que V n V'’ = @. L’application adéquate se factorise en un homéomorphisme.

(iif) Soit (U, ¢) une carte de M telle que ¢(U) = R?. Soit (V1)) une carte de S? telle 1)(V) = R? et V; soit égale
a I’hémisphére inférieur ouvert. On prend par exemple la projection stéréographique du pole nord. Ainsi, S?' =
S%\V; est ’hémisphére supérieur fermé. On note que ¢ est 'identité en restriction a 0V, = B(0,1) = R™. On
définit une application h: M’ [[S¥ — M = M’ LUy, qui va se factoriser en un homéomorphisme M #82 — M,
comme suit. Sur M’, on pose h(z) = z. Sur 8% = {(u,t) € 2 ¢ R*x R; t > 0}, on pose h(u,t) = ¢~ (u) d

sorte que h(S?') = T; (car u décrit la boule fermée B(0, 1) quand (u, t) décrit $*'). On note que h( )= h(y) pour
ze M etyeS? sietseulement si h(z) € dUy. Dans ce cas, y € 0B(0,1) et = ¢~ (y) = ¢~ 0 h(y) 1(
i.e. x ~y. On peut vérifier ensuite que la factorisation de h convient.

Exercice 2.3.3.4. Soit M, M’ N, N’ des surfaces connexes telles que M =~ M’ et N =~ N’. Montrer que
M#N =~ M'#N’.

La propriété (iii) dit que S? est le neutre de la somme connexe. On peut maintenant construire une infinité
de surfaces compactes connexes en faisant des sommes connexes des briques T?, P? = Pg et K? (et S? mais
celle 1a n’ajoute rien). Y-a-t-il d’autres surfaces que celles produites comme cela? Le théoréme de classification
des surfaces dit que non! Et qu’en plus, deux briques suffisent :

Théoréme 2.3.3.5 (CLASSIFICATION DES SURFACES COMPACTES). Toute surface compacte et connexe est
homéomorphe a 'une des surfaces suivantes :

(1) 29 = Tz##TQ (g termes, g = 0720 = SQ);

(ii) N = P2 #--- #P? (h termes, h > 1).
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Ce théoréme est démontré plus tard. Il dit que K? n’est pas une brique fondamentale, puisqu’on peut la
décomposer. Question : en quoi?

Exercice 2.3.3.6 (EN TD). K? = P? # P,

On peut se demander ce qui se passe quand on mélange des T? et des P2. Question : ou est T2 #P??
On verra la relation fondamentale T? # P? =~ P? # P2 # P?. On comprend alors que toute somme connexe qui
comporte un P? s’écrit comme somme connexe de P?. Question : les &, et les N}, sont-elles toutes différentes ?
Question plus basique : comment prouve-t-on que S2, P2, T? et K? ne sont pas homéomorphes? A suivre...
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3 Groupe fondamental

Dans ce chapitre, on apprend que :
e A X connexe par arc, on associe un groupe 7 (X ) appelé son groupe fondamental, qui d’une certaine maniére,
encode la structure de X. Si 71 (X) = 0, on dit que X est simplement connexe.
e Un homéomorphisme X — Y induit un isomorphisme 7 (X) — 71 (Y). La notion plus faible d’équivalence
d’homotopie X — Y induira également un isomorphisme 71 (X) — 1 (Y).
e Si un groupe G agit de maniére séparante et totalement discontinue sur X simplement connexe, alors
71 (X /G) ~ G. Exemple fondamental : m(S') = m(R/Z) ~ Z.
e Le théoréme de Van Kampen exprime 71 (U; U Us) en termes de 71 (Uy), 71 (Us) et w1 (Uy n Us).

3.1 Groupe fondamental

On appelle chemin dans un espace topologique X une application v : [0,1] — X continue. Son origine est
~(0) et son extrémité est v(1).

Définition 3.1.0.1 (HOMOTOPIES DE CHEMINS). Deux chemins vp,y; dans X sont éguivalents, ou homotopes
& extrémités fives, noté vy ~ 1 s'il existe H: [0,1] x [0,1] — X continue tel que :

H(tv 0) = ’YO(t) (Vt € [07 1])
H(t,1) = n(t) (vt e[0,1])
H(0,s) = 7(0) = 71(0) (Vse[0,1])
H(1,5) =7(1) =7n(1) (Vse [07 1])

L’application H est une homotopie (& extrémités fixes) entre o et 7;.

Des chemins équivalents ont méme origine et ont méme extrémité. Si on note v4(¢) = H(t, s), on pense a
s+ 75 comme a une déformation continue de g en 1.

Ainsi, tout chemin ~p: [0,1] — R"™ joignant = a y est homotope au segment v1(t) = = + t(y — z) via
vs(t) = (1 — 8)y0(t) + sv1(t). Pour tout espace X et tout chemin v: [0,1] — X, pour tout « reparamétrage »
positif ¢: [0,1] — [0, 1] continue telle que ¢p(0) =0 et ¢(1) =1, onayoep ~ v via H(t,s) = v((1 — s)p(t) + st).

Lemme 3.1.0.2. L’homotopie a extrémités fixes définit une relation d’équivalence.

Démonstration. Soit F' une homotopie entre deux chemins « et 8 alors G(-,s) = F(-,1 — s) est une homotopie
de # & «. Soient «, 3,y des chemins tels que a ~ 8 et 5 ~ . Soit F' une homotopie entre « et 8 et soit G une
homotopie entre [ et 7. On voit alors que

F(-,ZS) (VS [07 1/2])
H(-s) = { G(-,2(s—1/2)) (Vs g [1/2,1])

est bien définie car F(-,1) = (-) = G(-,0) et est continue par recollement d’applications continues sur les fermés
[0,1]x[0,1/2] et [0,1] x [1/2,1] (cf. théoréme 1.1.4.6). On a H(¢t,0) = F(¢,0) = a(t) et H(t,1) = G(¢,1) = ~(t).
On a H(0,s) = a(0) = 5(0) = v(0) et H(1,s) = a(l) = B(1) = ¥(1) pour tout s € [0,1]. Ainsi, H est une
homotopie de « & 7. O

Définition 3.1.0.3 (CONCATENATION DE CHEMINS). Soit a, 8 des chemins dans X tels que a(1) = £(0). On
deéfinit le chemin concaténé « puis 8, noté af: [0,1] — X, par

{ a(2t) (te[0,1/2])
B2(t—1/2)) (te[1/2,1])

Le chemin af est continu comme recollement de deux applications continues sur les fermeés [0,1/2] et [1/2,1].

Lemme 3.1.0.4 (LA CONCATENATION DE CHEMINS EST COMPATIBLE AVEC LA RELATION D’EQUIVALENCE).
Soit ag, By des chemins tels que oSy soit défini. Si ag ~ aq et By ~ b1, alors agfy ~ a151.

Démonstration. Soit F une homotopie entre ag et a; et G une homotopie entre entre Gy et 5;. En particulier,
a1(1) = ap(1) = Bo(0) = B1(0), donc ayf; est défini. On voit alors que

F(2t, ) (te[0,1/2])
{ Gt -1/2),5) (te[1/2,1])

définit une homotopie de apfBy & a151. O
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Lemme 3.1.0.5. La concaténation est associative pour les classes d’équivalence :

(aB)y ~ a(By)

pour des chemins concaténables.

Démonstration. On peut vérifier que
(aB)y ~ (aB)yo ¢ = a(B)

ou ¢: [0,1] — [0,1] affine par morceaux envoie [0,1/2] sur [0,1/4], [1/2,3/4] sur [1/4,1/2] et [3/4,1] sur
[1/2,1]. O

Exercice 3.1.0.6. Etant donné v un chemin dans X et [a,b] < [0,1] avec @ < b, notons v,, = v © dap 01l
Dap([0,1]) = [a, b] et Pqp est affine. Soit a € [0,1]. Montrer que v ~ YoaYa1 (chercher ¢ tel que v o ¢ = Y9aYa1)-

Plus généralement, si0 =ag < a1 <---<ay =1,0na

Y~ YaparYaraz " Van—_1an-

Neutre et inverse : Pour tout € X on note e,: [0,1] — X le chemin constant e,(t) = = pour tout
t € [0,1]. Soit @ un chemin, son chemin inverse a~! est défini par a=1(t) = a(1 —t). On a (af)~! = g~ ta™t.

Lemme 3.1.0.7. Pour tout chemin o de & y, on a : (i) aey ~ a ~ eza.
1

(ii)) aa™t ~ e,

“en _1

(ili) ot ~ ey.

Démonstration. Exercice. O

On a donc presque une loi de groupe. On appelle lacet basé en x un chemin de x & x. Sur I'ensemble £(X, x)
des lacets basés en z, la concaténation de chemins est toujours possible.

Définition 3.1.0.8 (GROUPE FONDAMENTAL). On appelle groupe fondamental de X basé en x € X 1’ensemble
quotient £(X,z)/ ~ munie de la loi de groupe [a][8] := [@f]. On le note m1 (X, z).

Les considérations précédentes montrent que c’est bien un groupe. Le lacet constant [e;] est le neutre. Ce
groupe ne dépend pas vraiment de x (si X est connexe par arc) :

Lemme 3.1.0.9. Si X est connexe par arc, pour tous x,y € X, w1 (X, z) est isomorphe a 7 (X, y).

Démonstration. Puisque X est connexe par arc, il existe un chemin v de x a y. On définit yu: m (X, z) —

m(X,y) par [a] — [y ay]. C’est un morphisme de groupe :

1

vu[aB] = [y raBy] = [v ravy ' By] = [V an][v T 8] = vslalve[8].

Sa réciproque est (y71)4: 7 (X,y) — m1 (X, x) puisque

(v HDevelal) = [y tayy '] = [al.

L’isomorphisme 4 dépend en général de la classe d’homotopie de ~.

Exemple 3.1.0.10. On a 7;(R",0) = 0. En effet, tout lacet o basé en 0 est homotope au lacet constant via
I’homotopie H(t,s) = sa(t). De méme, 7 (U, x) = 0 pour toute partie convexe (ou méme étoilée) U d’un espace
vectoriel normé.

On rappelle que le produit direct G x H de deux groupes est ’ensemble {(g,h); (g € G) (h € H)} muni de
la loi (gv h) ’ (glv hl) = (gglv hh/)

Proposition 3.1.0.11. On a m (X x Y, (z,y)) = m (X, z) x 7 (Y, y).

Démonstration. Exercice. O
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3.2 Espace simplement connexe

Définition 3.2.0.1 (SIMPLE CONNEXITE). Soit X connexe par arc. On dit que X est simplement connexe si
m (X, x) = 0.

Autrement dit, si tout lacet basé en x est homotopiquement trivial, cela ne dépend pas de x. Intuitivement,
S2 est simplement connexe alors que S! ne lest pas et T? encore moins (en fait, on verra que 71(S!) = Z et
71 (T?) = Z?). Vérification a venir...

Exercice 3.2.0.2. Montrer que sont équivalents :

(1) X est simplement connexe.

(2) Pour tous chemins «, 8 de X tel que a(0) = 8(0) et (1) = (1) alors o ~ S.
(3) Toute application continue f: S' — X prolonge continiment D? — X.

Solution : (1) = (2). Soit # = a(0) et y = a(1). Le chemin a8~ est un lacet en z, donc e, ~ aB~!. Ceci
implique
B~egx~afif~ ey, ~ .

(2) = (1). Il suffit de prendre a(0) = (1) et S le lacet constant.

(1) = (3). Etant donné f: S' — X continue on définit un lacet a: [0,1] — X par a(t) = f(e*™). Par
hypotheése, il existe H: [0,1]x [0, 1] — X une homotopie de «a au lacet constant 2z = «(0) = «(1). On veut définir
F: D? - X par F(se*™) = H(t,1 — 5). C’est bien défini en se*7™0 = 5™ car H(0,1 —s) = 2 = H(1,1 — s)
pour tout s € [0,1]. C’est bien défini en 0 = 0 x ¢*™ € D? car H(t,1) = = pour tout t € [0,1]. On vérifie la
continuité de F' grace au diagramme

[0,1] x [0, 1] i X
P s

seQiTrt e D2

commutatif suivant ou p(t,s) := se?". Montrons d’abord que U < D? est fermé si et seulement si p~'(U) est
fermé. Si U  D? est fermé, alors p~'(U) est fermé par continuité de p. Réciproquement, si p~(U) est fermé,
alors p~'(U) est compact dans [0,1] x [0, 1] compact dans son image continue p(p~"(U)) est compact dans D?
donc fermé. Mais p est surjective, donc p(p~1(U)) = U, d’ott la conclusion. On sait alors que F est continue si
et seulement si F' o p = H est continue, d’ott la conclusion. (Soit V < X un fermé alors F~1(V) est fermé si
p HF~Y(V)) est fermé, or p~H(F~1(V)) = H1(V) est fermé par continuité de H)

(3) = (1). On pose H(t,s) = F((s — 1)e™ + 5).

Théoréme 3.2.0.3 (PETIT THEOREME DE VAN KAMPEN). Soit X = U; u U, connexe par arc tel que Uj et Us
sont ouverts, simplement connexes et U; N Us est connexe par arc. L’espace X est alors simplement connexe.

C’est un cas particulier du théoréme de Van Kampen, qui calcule le groupe fondamental de U; U Us, en fonc-
tion des groupes fondamentaux de Uy, Us et Uy nUs. Le petit théoréme de Van Kampen découle immédiatement
du lemme suivant.

Lemme 3.2.0.4. Soit X = U; u U, connexe par arc tel que Uy et Us sont ouverts, connexes par arc et Uy n Us
est connexe par arc. Si x € Uy n Uy, alors tout lacet v basé en x est homotope a une concaténation de lacets
d’origine x, chacun contenu dans U; ou dans Us.

Démonstration. Si v < Uy ou v < Uy, la conclusion est vérifiée. Supposons v & U; pour tout ¢ = 1,2. On
construit d’abord une subdivision 0 = tg < t; < --- < tiy = 1 de [0,1] tel que chaque [¢;,t;11] est envoyé par
v dans un des U;. En effet, par continuité de v chaque ¢ € [0,1] a un voisinage V; tel que v(V;) est contenu
dans un des U;. Par compacité, [0,1] est recouvert par un nombre fini de tels V; et les extrémités des V;
donnent la subdivision adéquate. Quitte & supprimer des t; on peut supposer que si y([t;,t;+1]) < Uj, alors
Y([tis1,tiv2]) ¢ Uj. Ainsi, y(t;) € Uy nUs pour tout i. Pour i = 0,..., N —1, notons +; le chemin 7;,¢,,, (obtenu
en reparamétrant sur [0, 1] la restriction V[ts tss1])- S0it ¢; un chemin dans Uy n Uz de y(ti11) & x. On a alors

-1 -1 -1 —1
7~ (Y0co)(cg mc1)(er ec2) - (ey_gyN—16N—1)(CN_1N)
une concaténation de lacets basés en z, chacun contenu dans U; ou dans Us. O

Ce résultat peut étre généralisé a X = | JU; si les U; sont simplement connexes, U; N U; est connexe par arc
pour tout i, j et il existe x appartenant & tous les Uj.

Corollaire 3.2.0.5. Pour tout entier n > 2, la sphére S™ est simplement connexe.

Démonstration. Soit S, N les poles sud et nord de S™. On pose U; = S"\{S} et Uy = S™\{N}. Ainsi, U; et Uy
sont homéomorphes & R™ donc simplement connexes. De plus, U; n Uz est connexe par arc si n > 2 (mais pas
pour n = 1). On applique le théoréme 3.2.0.3. O
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3.3 Effet d’applications continues

Définition 3.3.0.1 (MORPHISME INDUIT). Soit f: X — Y continue entre deux espaces connexes par arc. Pour
2o € X, on définit un morphisme de groupes dit morphisme induit par f, noté fy : pour tout [«] € 71 (X, x0),

Je:r m(X,20) — m(Y, f(20))
[a] = [foa]

L’application est bien définie car a ~ 8 = foa ~ f o . C’est bien un morphisme de groupes car

fe([a][8]) = fu([aB]) = [f o (aB)]
=[(foa)(foB)]=[foa]lfop]
= f«([a]) f<([8])

On I'appelle morphisme induit par f. On voit immédiatement que (Idx )« = ld, (x,4)-

Remarque 3.3.0.2. Attention! Cependant, f injective n’implique pas fy injective (considérer S' — R?) et f
surjective n’implique pas fy surjective (considérer R — S?t).

Définition 3.3.0.3. Deux applications continues fy, f1: X — Y sont homotopes (fo ~ f1) s’il existe H: X x
[0,1] — Y continue telle que H(-,0) = fo(-) et H(-,1) = f1(:). On appelle H une homotopie de fo & f1

Si on note f4(t) = H(t,s), on pense a s — fs comme & une déformation continue de fy en f1. Précisément :

Exercice 3.3.0.4. On munit I’espace C(X,Y") des fonctions continues X — Y de la topologie compacte ouverte,
engendrée par les
V(K,U) ={feC(X,Y); f(K)cU}

ou K < X parcourt les compacts et U < Y les ouverts. On suppose X localement compact. Montrer qu’une
homotopie H est continue si et seulement si s — f; € C(X,Y) est continue.

On pourra noter simplement f;: X — Y une homotopie ou fs = H(-, s).

Proposition 3.3.0.5 (PROPRIETES DU MORPHISME INDUIT). Soit X,Y,Z connexes par arc et soit zo € X.
(i)Si f: X >Y et g: Y — Z continue alors

(9o f)e =gso fs

(ii) Soit fs : X — Y une homotopie et v le chemin s — fs(xg) parcourue par I'image d’un point base xg € X,
alors (f1)s = V# © (fo)x
o) m1(Y, fo(wo))
0)3%
/
1 (X7 .7}0) V# |~
(o
(Y, filzo)

Remarque 3.3.0.6. (1) Le point (i) peut s’appliquer en particulier & un homéomorphisme f: X — Y et
FL Y - X tel que

fio (f_l)* = (fof_l)* = (ld)s =Id = (f_l)* o fi
donc que fy: m (X, z) — m (Y, f()) est un isomorphisme de réciproque (f~!),. Deux espaces homéomorphes
ont des groupes fondamentaux isomorphes.
(2) Le point (ii) dit que deux applications homotopes induisent le méme morphisme modulo un isomorphisme
prenant en compte le changement éventuel de l'image du point base d’une application a autre. Si fo(zg) =
f1(xo) et Phomotopie H fixe cette image (i.e. H(x,s) = fo(xo) = fs(zg) pour tout s € [0,1] on dit que f; est
une homotopie relative a {x¢}), alors (fo)sx = (f1)s. Deux applications homotopes relativement au point base
induisent le méme morphisme.

Démonstration. (i) Soit [a] € m1 (X, x0), on a alors

(9o f«([al) = [go foa]l =g«([foal) = g«(fu(la]).

(ii) Soit [a] € m (X, ), il s’agit de montrer que

(fo)x(le]) = [froal =vg o (fo) o ([a]) = [V (foo a)r]
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autrement dit que

froa~y" fooa)y
soit aussi

Y(fioa)yy ™t ~ fyoa. (3.1)
On construit une homotopie entre ces lacets fixant le point base fo(zo) comme suit. Notons que fs o o est un
lacet basé en fy(xz9) = v(s). Soit 75 le chemin de fo(xo) & fs(20) obtenu en reparamétrant po s sur [0,1] :
explicitement, v,(t) = v(st). En particulier, o est constant égal a e, (5,) et y1 = 7. Ainsi, les concaténations

5= 7s(fs 00)7;1

définissent une homotopie de lacets (voir continuité ci-dessous). En s = 0, on a
-1
6fo(zo)(f() © O‘)efo(xo) ~ fooa
et en s = 1, on a exactement y(f; o a)y L. O

Lemme 3.3.0.7 (CONTINUITE DE LA CONCATENATION A PARAMETRES). Soit X un espace topologique et soit
(t,5) € [0,1]% — ay(t), Bs(t) € X continues tel que a4(1) = B5(0) pour tout s € [0, 1], alors

(t,s) = (sfBs)(1)
est continue.

Démonstration. On a 20 (te [0.1/2)
o (2t te0,1/2
sPs)(t) = ° ’
@200 =4 56012y (e e
qui est continue par recollement d’applications continues sur les fermés [0,1/2] x [0,1] et [1/2,1] x [0,1] (sur
Iintersection {1/2} x [0,1], on a as8:(1/2) = as(1) = Bs(0)). O

Dans beaucoup de situations, il n’est pas nécessaire d’avoir un homéomorphisme X — Y pour conclure que
m1(X) ~ m1(Y). La notion plus malléable d’équivalence d’homotopie suffit.

Définition 3.3.0.8 (EQUIVALENCE D’HOMOTOPIE). On dit que f: X — Y continue est une équivalence d’ho-
motopie 8’1l existe g: Y — X continue telle que fog ~ Idy et go f ~ Idx. On dit alors que X et Y ont méme
type d’homotopie.

En quelque sorte g est une réciproque de f & homotopie prés. Cela ne demande pas que f soit injective ou
surjective.

Exemple 3.3.0.9. L’inclusion f:z € S' — z € R? \{0} est une équivalence d’homotopie, sa réciproque a
homotopie prés étant g(z) = HzT” En effet, on a trivialement g o f = Idg1. Réciproquement, f o g(x) = m est

homotope a l'identité R*\{0} — R*\{0} via H(z,s) = sz + (1 — 5) 2

Tl
Proposition 3.3.0.10 (MEME TYPE D’HOMOTOPIE => 7; ISOMORPHES). Si f: X — Y est une équivalence

d’homotopie, alors fy: m1(X,z) — 71 (Y, f()) est un isomorphisme. Par conséquent, des espaces ayant méme
type d’homotopie ont des groupes fondamentaux isomorphes.

Ainsi, m (S!) ~ 7 (R*\{0}).

Démonstration. Soit g: Y — X tel que fog ~ Idy et go f ~ Idx. On déduit de la proposition 3.3.0.5 que
G © fx = (g0 f)x = v 0 (Idx)s (ol v est un chemin de = & g(f(z))) qui est un isomorphisme, donc f, est
injective. Le méme raisonnement avec f o g prouve que fy est surjective. O

Exemple 3.3.0.11. (1) La formule dans I’exemple 3.3.0.9 montre que S et R™"**\{0} ont méme type d’homo-
topie. On déduit de la simple connexité de 8™ pour n = 2 que 7 (R"*1\{0}) = 0si n > 2.

(2) L’inclusion f: z € S* — (z,0) € S! x R est une équivalence d’homotopie. Ainsi, le cylindre et le cercle ont
méme type d’homotopie.

(3) Le ruban de Moebius a le type d’homotopie d’un cercle (exercice).

(4) Un espace X est contractile s'il a le type d’homotopie d’un point. C’est en particulier le cas d’un espace
convexe. Si X est contractile, alors 71 (X) = 0.

Exercice 3.3.0.12. Montrer qu’une couronne
C={zeC; r; <|z| <ra}
a le type d’homotopie d’un cercle.

Exercice 3.3.0.13. Montrer que le demi-plan fermé R x[0,00[ n’est pas homéomorphe a R? (en utilisant
771(81) 75 0)
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3.4 Homotopie et revétement

On rappelle que p: X — X continue surjective est un revétement si pour tout z € X, il existe un voisi-
nage U de z tel que p~1(U) soit une union disjointe d’ouverts U; (avec i € I) et chaque p: U; — U est un
homéomorphisme. On appelle un tel U un voisinage élémentaire et un U; un relevé de U.

Définition 3.4.0.1 (RELEVE D’UNE APPLICATION). Si f: Y — X est une application continue, on appelle relevé
de f une application f: Y — X telle que po f = f.

Y

xl\?z
SRl

Il est clair que si deux applications f~,§: Y — X sont homotopes, leur composée p o f ,pog:Y — X sont
homotopes (composer p avec I’homotopie). Une propriété fondamentale des revétements est qu’on peut souvent

faire I’opération inverse : relever deux applications f,g homotopes en des relevés f, g homotopes. C’est le cas
en particulier pour des chemins et leurs homotopies.

Théoréme 3.4.0.2 (RELEVEMENT DES CHEMINS ET HOMOTOPIES). Soit p: X — X un revétement, zo € X et
To € p~* (o). N
(i) Pour tout chemin «: [0,1] — X d’origine xg, il existe un unique chemin relevé 7: [0,1] — X d’origine Zy.

(ii) Pour toute homotopie H: [0,1]> — X de chemins d’origine o, il existe une unique homotopie relevée
H:[0,1]> - X de chemins d’origine .

s\

[0, 1]

Cela dit qu’étant donnés deux chemins homotopes «, 5 d’origine xg, leur unique relevés a, 5 d’origine Tg
sont homotopes. Le théoréme 3.4.0.2 découle du résultat plus général suivant :

Théoréme 3.4.0.3. Soit p: X — X un revétement. Etant donné F': Y x [0,1] — X continue et Fy: ¥ x {0} — X

un relevé de Fly (o), il existe un unique relevé continue F:Y x [0,1] — X de F égal & Fy en restriction a
Y x {0}.

o, p

La partie (i) du théoréme 3.4.0.2 suit de 3.4.0.3 appliqué au point Y = {zo}, F(yo,t) = v(t) et Fy(zo,0) = o.

Pour la partie (ii), on pose y(t) = H(t,0). Soit ¥ le chemin relevé obtenu en (i), alors on prend F = H et Fy = 7.
On obtient un unique relevé H := F de F = H. Les restrictions de F a {0} x [0,1] et {1} x [0, 1] sont des relevés
de chemins constants s — H (0, s) et s — H(1,s) donc sont constants par unicité du (i). Ainsi, H est bien une
homotopie de chemins (H fixe origines et extrémités).

Avant de prouver le théoréme 3.4.0.3, on définit la notion d’ouvert élémentaire et on démontre une propriété

d’unicité des relévements.

Définition 3.4.0.4 (OUVERT ELEMENTAIRE). Soit X un espace topologique. Soit U < X un ouvert. On dit

que U est un ouvert élémentaire si p~*(U) = |J U; avec les U; ouverts disjoints et les p: U; — U sont des
iel

homéomorphismes.

Proposition 3.4.0.5 (PROPRIETE DU RELEVEMENT UNIQUE). Soit p: X — X un revétement, Y - X

continue et deux relevés foy, fi: Y — X de f coincidant en un point yp € Y. Si Y est connexe, alors fo = fi.

Démonstration. Montrons que A := {y € Y; fo(y) = fi(y)} est ouvert et fermé. Par hypothése, A est non vide.
Soit ye A, x = f(y) € X et T = fo(y) = f1(y). Soit U un voisinage élémentaire contenant x, U un relevé de U
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contenant . Par continuité des ﬁ-, il existe un voisinage V' de y tel que f;(V) < U pour i = 0,1. Comme Py
est injective, po fo = f = po f1 sur V implique que fg = fl sur V. En outre, V < A et A est ouvert. Soit y ¢ A,
alors fo(y) # fi(y). Soit U un voisinage ¢lémentaire de f (y), alors il existe des relevés U; de U contenant les
fl( ). Nécessairement, Uo # Ul, donc UO A U, = @. Par continuité des fl, il existe un voisinage V' de y tel que
ﬁ( V) c U;. En particulier, fo( ) # fl( ) pour tout z € V, prouvant que V < Y\ A et que A est ferme. O

Démonstration du théoréme 3.4.0.3. On commence par construire, pour tout y € Y, un relevé F: Vyx[0,1] - X
pour un certain voisinage V,, © Y de y. Fixons y. Par continuité de F', chaque (y, s) a un voisinage V; x (as, bs)
tel que F(Vs x (as,bs)) est contenu dans un voisinage élémentaire de F(y, s). Par compacité de {y} x [0,1], on
peut recouvrir {y} x [0,1] par un nombre fini de tels voisinages. On peut donc trouver un voisinage V de y
et 0 =59 < 81 < -+ < sy = 1 tel que chaque F(V x [s;,8;11]) soit contenu dans un voisinage élémentaire.
Supposons F' construit sur V x [0, s;], coincidant avec Fysur V x {0}. Soit U un voisinage élémentaire contenant
F(V X [si,8:41]). Il existe un unlque relevé U de U, homeomorphe aUu Vla p, contenant F(y, i) Quitte a
rapetisser V, on peut supposer que F(V x {s;}) < U. On définit F' = pﬁ o F sur V x [s;,8;+1]. Aprés un

nombre fini d’étapes, on obtient un relevé F: V, x[0,1] — X. La proposition 3.4.0.5 implique 'unicité du relevé
F sur {z} x [0,1] pour z € V. Deux relevés ainsi construits sur V, x [0,1] et V,, x [0, 1] coincident sur {z} x [0, 1]
pour tout y € V. n V’, done sur (V n V') x [0,1]. 1l s’ensuit qu’il existe un relevé F:Y — X, continu puisque
continu sur chaque ouvert V, x [0,1] et unique puisque unique sur chaque {y} x [0, 1]. O

Corollaire 3.4.0.6. Soit p: X - X un revétement, x € X et T € p~ (). Le morphisme induit py : ﬂl()?, To) —
m1(X, 2p) est injectif.

Démonstration. Soit & un lacet de X d’origine & tel que py([@]) = 0. Ceci signifie que p o & = a est un lacet
de X homotope & un lacet constant. En relevant une telle homotopie, on obtient une homotopie de & vers un
lacet constant, i.e. [&] = 0. O

Corollaire 3.4.0.7. Soit p: X — X un revétement, zo € X et g € p~1(xp). On suppose X simplement connexe.
L’application

d: 7T1(X,£L’0) —>p71(1'0)
[a] — a(1)

ou & est I'unique relevé de o d’origine 2, est alors une bijection.

Démonstration. L’application d est bien définie car p o &(1) = a(1) = x et si 8 ~ «, alors une homotopie de
B a « se reléve A partir de Ty en une homotopie entre 5 et &. En particulier, B (1) = @(1). L’application est
surjective : étant donné ¥ € p~!(zg), on se donne un chemin ~ dans X de ¥ a ¥. On a alors que @ = pory est
un lacet en xg et son relevé & & partir de T est égal & v par unicité du relevé. Ainsi, d([a]) = a@(1) = (1) = 7.
Observons que [a] ne dépend pas du chemin v choisi. En effet, soit § un autre chemin de %y a Z. Par simple
connexité de X, on ay ~ 43, donc poy ~ pof i.e. [a] = [poq] = [po B]. L’application & € p~* (zo) — m1 (X, z0)
ainsi définie est la réciproque de d, prouvant que d est injective. O

Théoréme 3.4.0.8 (Wl(X/G,.’EQ) ~ (). Soit X simplement connexe et G un groupe agissant par homéo-
morphisme sur X de maniére totalement discontinue et séparante. Soit 79 € X := X /G, alors m (X, zo) est
isomorphe a G.

Démonstration. Notons p: X — )N(/G = X la projection, c’est un revétement. Fixons Zg € p~!(z0). On construit
un morphisme ¢: 71 (X, x¢) — G. D’aprés 3.4.0.7, on a une bijection d: 71 (X, z0) — p~*(z0); [a] — &(1) on &
est I'unique relevé de o d’origine Zo. Puisque G agit de maniére totalement discontinue, il agit sans point fixe.
A T e X fixé, lapplication g € G +— g% € G¥ est une bijection. Appliquant cela a %y et G¥ = p~'(x), on
associe & &(1) 'unique g € G tel que &(1) = gZg. Ainsi, ¢([a]) est Punique g € G tel que &(1) = gZp. Cest une
bijection, reste & voir que c¢’est un morphisme de groupe. Soit «aq, as des lacets en zg, &1 et do leur relevés a
partir de Zp. Soit g1 = ¢([a1]) ie. 120 = @1(1) et g2 = ¢([az]) i-e. g2Zo = &2(1). Observons que g; o dia est
un chemin d’origine ¢1Zy = & (1), donc le chemin concaténé &y (g; o &a) est bien défini. C’est un relevé du lacet
a1, P'unique d’origine Zo. Son extrémité est g1(da(1)) = g192To. On voit donc que

P([arz])To = (a1(g1 © A2))(1) = g1(A2(1)) = 919270 = d([ar])B([cx2])To.
Comme ’action est sans point fixe, on conclut ¢([a1, az]) = ¢([a1])d([az]). O
Corollaire 3.4.0.9. On déduit les groupes fondamentaux suivants :

mSHY=2 mP»)=22Z T (T>)=2> mK)=ZxZ.
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En rappelant que 71(S?) = 0, on voit que les espaces S?, P2 T? et K? sont homéomorphiquement distincts.

Remarque 3.4.0.10 (REVETEMENT UNIVERSEL). La situation du théoréme 3.4.0.8 semble trés particuliére,
elle est en fait trés générale. Un résultat important, qu'on n’abordera pas, dit que tout espace X connexe par
arc, localement connexe par arc, semi-localement connexe par arc (i.e. tout point x € X a un voisinage U
tel que l'inclusion m (U, z) — (X, z) est triviale), a un revétement p: X — X par un espace simplement
connexe X (appelé revétement universel de X) muni d’une action par homéomorphisme de (X, xg) tel que
X ~ )N(/ﬂ'l (X, z0). Le revétement universel de S? et P? est S2, pour toutes les autres surfaces, c’est R2.

3.5 Applications du calcul de 7(S!)

Théoréme 3.5.0.1 (FONDAMENTAL DE L’ALGEBRE). Tout polynéome P € C[X] non constant a au moins une
racine dans C.

Démonstration. Exercice de TD. O

Théoréme 3.5.0.2 (POINT FIXE DE BROUWER). Tout application continue h: D? — D? a au moins un point
fixe i.e. un point z € D? tel que h(z) = .

Démonstration. Par Pabsurde, supposons h sans point fixe. On définit une application continue f: D? — S,
tel que f(x) = z sur S' = dD?, comme suit : f(z) est intersection avec S' de la demi-droite [h(z), ) issue
de h(x) contenant . Notons i: S* — D? l'inclusion. On a f oi = Id sur S', donc fy 0y = Id sur ;(S', 1) par
3.3.0.5. Ceci implique que fy: m (D? 1) — 71(S, 1) est surjective, ce qui est absurde puisque 7;(D? 1) = 0
alors que 71(S',1) = Z. O

Exercice 3.5.0.3 (en TD). Montrer que sont équivalents :

(1) S™ n’est pas contractile.

(2) (Brouwer) Toute application continue B"** — B"*! a un point fixe.

(3) (Borsuk) Il n’existe pas d’application continue r: B"*' — 8" qui fixe tout x € S™.

Théoréme 3.5.0.4 (BORSUK-ULAM EN DIMENSION 2). Toute application continue f: S? — R? admet une
paire de point antipodaux = et —z tel que f(z) = f(—=z). En particulier, il n’existe pas d’application continue
injective 82 — R

Démonstration. Exercice de TD. I

3.6 Théoréme de Van Kampen

Heuristique : On veut calculer par exemple la somme connexe (T2 #T2,:17). On peut voir T? # T?
comme une réunion V; U V5 obtenue en recollant deux copies de T2 \D (avec D un disque plongé) sur leur bord,
de sorte que Vi3 n Vo = 0V; = 0Va ~ S! est I'image du bord. Prenons z € V; n V. Un lacet a basé en x est
homotope & un produit de lacets o - - - any chacun contenu dans V; ou Va (cf. preuve du théoréme 3.2.0.3). Ainsi,
1 (V1 u Vs, ) doit étre en relation avec une sorte de « produit » des groupes w1 (V1, z) et m1(V2, x). Si a est dans
Vi n V3, on a le choix de envoyer dans 71 (V1, z) ou dans 71 (Va, z). Plutdt que de choisir de maniére arbitraire
(et pas canonique) un des groupes, on peut ’envoyer dans les deux, quitte a identifier ensuite les images dans
le « produit » des deux groupes, en faisant le quotient adéquat. C’est ce que dira le théoréme de Van Kampen.
La premiére étape est d’introduire la notion de produit adéquate, celle de produit libre de groupes.

3.6.1 Produit libre de groupes et groupe libre

Soit (G4 )e une famille de groupes. Leur produit libre #,G,, est le groupe défini comme suit.
Ensemblistement :

#0Go = {9192 - gmi g€ [ J(Ga\ea) (9i € Ga = giv1 ¢ Ga) (Ym > 0)}

i.e. ’ensemble des mots g1 9o - - - g, de longueur arbitraire m > 0 finie, ou chaque lettre g; appartient a un des
G, n'est pas neutre et ou deux lettres consécutives g; et g;.1 appartiennent & des groupes différents. De tels
mots sont dits réduits. Le mot vide est autorisé, ce sera l’identité.

Exemple 3.6.1.1. Si G; = Z est engendrée par a (avec la notation multiplicative Z = {a*; k € Z}) et Gy = Z
est engendré par b alors #9 Z (qu’on note plutdt Z = Z) le mot a2b=3ab est réduit mais a?b=3bb ne 'est pas.
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Loi de groupe : Elle est simplement définie par juxtaposition et réductions itérées. On pose que

(g1 gm)(h1-hn) = g1+ gmhi - hn

si gm et hy n’appartiennent pas au méme Gg. Si gm,h; € G, on considére Pélément (g,,h1) € G, et si
(gmh1) # eq, on pose
(g1 gm)(h1--hn) = g1 gm-1(gmhi)ha -+ - hy € %,Gq
qui est réduit. Si (gmh1) = eq, alors on le supprime et on réitére I'opération ci-dessus avec (g1 -+ gm—1)(ha - - - hy).
Aprés un nombre fini d’itérations on obtient un mot réduit, possiblement vide si on part de (g1 - - - gm ) (g5, - - - .
Ainsi dans Z + Z,
(a®b™3)(b?) = a®b™ .

Pour vérifier qu’on a un groupe, la seule chose délicate est ’associativité.
Lemme 3.6.1.2. La loi précédemment définie sur *,G,, est associative.

Démonstration. Soit M = #,G,, Pensemble des mots réduits. A chaque g € G, on associe

e ] = G
Ly: M—> M, O (991)92 " gm si g1 o
9 9192 " gm { 9102 Im S néC

Cette application vérifie L,y = L, o Ly pour tout g,¢' € G, puisque (9¢9')g1 = ¢g(¢'g1) dans G,. Il s’ensuit
que L4 est bijective d’inverse L,-1. Tout ceci montre que g + L, définit un morphisme de groupes G —
Bij(M). On définit alors L: M — Bij(M) par L(g1---gm) = Lg, 0---0 Lg,,. L’application est injective car
L(g1,...,9m)(&) = g1 gm. La formule Lyy = Ly 0 Ly implique que la loi définie sur M correspond via L &
la composition dans Bij(M). Comme la composition est associative dans Bij(M), on conclut que la loi de M
est associative. O

Exercice 3.6.1.3. (1) Montrer que dans =,G,
G gm=h1-h,em=netg =h; (Vi=1,...,m).

(2) Soit G, H des groupes non triviaux. Montrer que le centre de G  H est trivial et que les éléments de G = H
d’ordre fini sont les conjugués d’éléments d’ordre fini de G ou de H.

Notons iq: Go — #,Gq les morphismes injectifs envoyant e, sur le mot vide et g € GG, sur le mot formé de
la lettre g. Ils permettent d’identifier naturellement les G, avec les sous-groupes i, (G, ). La réunion des i, (G,)
engendre #,G,, et chaque intersection i, (G,) N ig(Gp) est réduite au mot vide (le neutre) quand o # 8. Le
produit libre de groupe est caractérisé par la propriété fondamentale d’extension suivante :

Proposition 3.6.1.4 (PROPRIETE UNIVERSELLE D’UNIQUE EXTENSION). Etant donné un groupe H et des
morphismes ¢, : G, — H, il existe un unique morphisme ¢: #, G, — H tels que ¢ 0 i, = ¢, pour tout .

Ga

Cette propriété caractérise #,G, a isomorphisme prés : si G est un groupe muni de morphismes j,: G, — G
tels que la réunion des j,(G,) engendre G et G a la propriété d’unique extension (remplagant ci-dessus les i,
par j, et x,G, par G) alors les j, sont injectifs et G est isomorphe & #,G,.

Démonstration. D’abord 'unicité. Si ¢: *, G, — H est un morphisme vérifiant ¢ oi, = ¢, pour tout «, alors
pour tout mot (réduit) g1 - - gm € #aGq, On a

(g1 gm) = Pay (91) - P, (Gin)

ou g; € G,,, ce qui caractérise ¢ uniquement. On définit ¢ par cette formule, il reste & vérifier que c’est un
morphisme. Considérons le produit (g1 - - gm)(gm+1 - * gm+n) de mots réduits. Si @, # @mi1, On a

(91 Gm)(Gm+1 "+ Gm+n)) = &1 GmGm+1 """ Gmtn)
= Qay (91) o ba, (9m)¢a7n+1 (9m+1) ce ¢am+n (gm+n)
= ¢(g1 o 'gm>¢(gm+l o 'ngrn)'



36 Géométrie et Topologie, Licence 3°™° année

Sinon, oy, = mt1, alors gmgm+t1 € Ga,, - En utilisant que ¢,,, est un morphisme, si gy gm+1 # €, on écrit

(91 Gm)(Gm+1 "+ Gm+n)) = A1 Gm—1(ImGm+1)Im+2 *** Gm+n)
= Pa, (91) oy (gmfl)¢am (gmgm+1)¢ocm+2 (gm+2)
s ¢O¢7n+n (ngrn)
= ¢, (gl) Py (977t—1)¢am (gm)ﬁbamﬂ (gm+1)¢am+2 (gm+2)
Do (Gmtn)
=091 9m)O(Gm+1" " Gmn)-

Si gmGm+1 = €, alors da,, (Im)Par i1 (Gm+1) = €r. Si 1 # g2, alors

P91+ gm)(gm+1-+* Gman)) = A(g1 - gm-19m+2 " * Gmn)
= Pa, (91) oy (gm71)¢05m+2 (gm+2) T ¢am+n (gm+n)
= 0o, (91) " D1 (Gm—1)Pa, (gm)(bamu (gm+1)¢anl+2 (gm+2)
e '¢am+n (gm+n)
= @91 gm)P(gm+1-* Gmtn)-

Apreés itérations éventuelles, on conclut que ¢ est un morphisme. On montre que la propriété d’extension
caractérise le produit libre en considérant la diagramme suivant

Ga )
i,,J/ k‘\m)
j

#0,Goy —— G — x,G,

ou i et j sont les morphismes universels étendant les i, et j, respectivement. D’abord, j, est injectif car
10 jo = 14 est injectif. Montrons que ¢ est surjective et pour cela que i 0 j = Id (ce qui prouve aussi que j est
injective). On a pour tout g1 - - - gm € o Ga,

i07(g1+ gm) =10 j(ia,(91) " ia, (gm))
=10 j(ia;(91)) 10 j(ia,, (9m))
= 0. (91) ey, (9m)
=91 "9m

donc i o j = Id. Cet argument n’utilise pas que ¢; - - - g, est réduit, uniquement que *,G,, est engendré par les
1o(Gq). Inversant le role de G et de #,G, on obtient que j oi = Id, donc que ¢ est injective. O

Définition 3.6.1.5 (GROUPE LIBRE). On appelle groupe libre un produit libre #, Z de copies de Z (en nombre
fini ou infini).

Corollaire 3.6.1.6. Tout groupe est le quotient d’un groupe libre.

Démonstration. Soit H un groupe quelconque. On se donne une famille {a,, }ner de générateurs de H (en prenant
éventuellement tous les éléments de H). Pour chaque a € I, on pose que G, = Z ol on note a, € G, I'élément
générateur ((Go,-) ~ (Z,+); ao — 1 € Z). Soit L = %,G4 leur produit libre. On définit ¢,: G, — H par
Da(an) = aq, de sorte que ¢n(Gy) est le sous-groupe de H engendré par a,. Leur réunion engendre H, donc
le morphisme universel ¢: L — H vérifiant ¢ o i, = ¢, est surjectif. Il s’ensuit par factorisation que H est
isomorphe & L/ N ou N = Ker(¢) c L :

O

Description courte d’un groupe - présentation par générateurs et relations : L’écriture L/ N de
tout groupe H réduit sa description a celle de L et A/. Evidemment, on voudrait des descriptions les plus courtes
possibles. Par définition, le groupe libre L = L(a;,i € I) est déterminé par un choix de générateur a; de H (ils
deviennent les générateurs de L). Reste a décrire N' = L. Comme c’est un sous-groupe distingué, plutdt que de
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donner ses générateurs, on procéde comme suit. Soit (r;);es une famille d’éléments de L. Les r; sont des mots
en les a; qu’on appelle les relations. On note N (r;, j € J) le plus petit sous-groupe distingué de L contenant les
r;. Cela raccourcit beaucoup la description : dans Z « Z = L(a, b), les générateurs de N(b) sont

b,aba"t, a*ba?,. ...

Exercice 3.6.1.7. Si S est une partie d’un groupe G, alors N(S) (le plus petit sous-groupe distingué de G
contenant S) est engendré par les conjugués des éléments de S.

On appellera N/ (9) le sous-groupe distingué engendré par S (mais cela ne veut pas dire que S est une partie
génératrice).

Définition 3.6.1.8. Soit H un groupe. On dit que {a;,i € I; r;,j € J) est une présentation de H par générateurs
et relations si les a; engendrent H et si le morphisme universel ¢: L(a;,i € I) — H induit un isomorphisme
L(a;,ieI)/N(rj,jeJ)~H

On pense au r; comme aux relations par lesquelles il faut quotienter L pour obtenir H. Le corollaire 3.6.1.6
dit que tout groupe a une présentation par générateurs et relations.
La présentation n’est pas unique : Z = {a; ) ={a,b; by ={a,b,¢; b,c) =---

Exercice 3.6.1.9 (en TD). (1) Z/nZ = {a; a™);
(2) Z* = {a,b; aba"'b1);
(3) Z" = a1, ..., an; a;a;a; a LV, 5).

3.6.2 Théoréme de Van Kampen

Théoréme 3.6.2.1 (VAN KAMPEN). Soit X = U; u Us ot Uy, Uy et Uy n Uy sont des ouverts connexes par arc
et soit x € Uy n Us. Soit i;: 1 (Ur n Us,xz) — m(Uj, ) avec j = 1,2 les morphismes induits par l'inclusion
Ui nU; < Uj. On a alors

m (X, x) ~ (7 (Uy,x) * 1 (Ua, )/ N

ou N = N(i1(7)iz2(y) "Ly € m(Ur n Ug, x)), i.e. N est le sous-groupe distingué engendré par les iq(7y)iz(y)~
pour 7 € w1 (Uy n Uy, ).

1

La relation i1 (7)iz(y) ™! signifie que les lacets i1 () et i2(7), qui sont une image différente dans le produit
libre 71 (Uy) * m1(Uz), sont identifiés dans m1(X), ce qui est normal vu que c’est 'image d’'un méme lacet
v < U1 N U2 c X.

Démonstration. La preuve est assez longue, nous n’en ferons qu'une partie. Considérons le diagramme

U17
, *7T1 UQ, — ¢ 7T1 X J})

\1 J /

ot les ¢; sont les morphismes induits par les inclusions U; < X et ¢ est le morphisme universel donné par 1.2.5.1.
D’aprés le lemme 3.2.0.4, les images des ¢; engendrent 71 (X, ), donc le morphisme universel ¢ est surjectif.
11 s’ensuit que m (X, ) ~ (w1 (U, x) = 1 (Ua, x))/ Ker(¢). D’apreés la proposition 3.3.0.5, le morphisme ¢ o 41,
induit par les inclusions U; n Uy < Uy € X, est égal au morphisme induit par U'inclusion directe Uy n Uy € X.
Il en est de méme pour ¢s o9, donc @1 0717 = ¢o 0 i5. D’aprés le diagramme, on a donc ¢ oi; = ¢ o iy i.e.
#(i1(7)i2(y)™) = 0 pour tout v € m1 (U N Uz, z). Ceci montre que N = Ker(¢). Ceci prouve par factorisation
I’existence d’un morphisme surjectif

7T1(U1 N UQ,

(m1 (U, 2) * 71 (U, )/ N — 71 (X, x).

La partie la plus délicate de la preuve, que nous ne ferons pas, consiste & montrer 'injectivité de ce morphisme,
i.e. que N = Ker(¢). O

En particulier :
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Corollaire 3.6.2.2. Sous les hypothéses du théoréme de Van Kampen :
(i) Si Uy est simplement connexe, alors

m (X, z) =~ 7 (Us, )/ N

ou N est le sous-groupe distingué engendré par U'image iz (w1 (U1 N Us, 7).
(i) Si Uy n Us est simplement connexe, alors

7T1(X,£C) X~ 7T1(U1,£L') * ’/Tl(UQ,(E).
Démonstration. (i) Puisque iy (y) = 1 € m (U, z) = {1}, le sous-groupe distingué N engendré par les i1 (7)iq () !
est engendré par I'image de i2, donc

7T1(X,.’)3) =~ ({1} * 7T1(U2,.’)3))/N =~ 7T1(U2,.’L‘)/N.
(ii) Puisque m1(Uy n Ua,z) = {1}, on a N = {1} O
Deux exemples trés simples pour tester la machinerie :

Le disque : On sait que X = D? est simplement connexe, donc que 7 (D?) = {1}. Ecrivons X = U; n Uy
ott Uy = B(0,2r) pour 0 < r < 1/2 et Uy = D\B(0,7) de sorte que Uy n Uy = {z € D? r < |2| < 2r}. Soit
2z € Uy n Us. Notons a le générateur de 71 (Uy N Us,x) = Z et b le générateur de 71 (Us,x) = Z. Clairement,
i1(a) =0€ m (U, z) = 0 et iz(a) = +b € w1 (Us, x). Ainsi, N' = 71 (Us, x), d’olt on a bien

7T1(X,3?) ~ 7T1(U2,.’17)/7T1(U2,$) = {1}

Bouquet de cercles : Un bouquet de cercles est la somme pointée (S v S! x) de deux cercles, elle est
homéomorphe a 'union de deux cercles dans R? tangents en un point.

Proposition 3.6.2.3. On a
T (St v Sl 2)=Z+Z.

Démonstration. Notons A I'un des cercle et B I'autre et soit x = A n B. On peut se donner un voisinage U; de
A et Uy de B tel que Uy a le type d’homotopie de A, Us a le type d’homotopie de B et Uy n Us est simplement
connexe. On a alors 71 (U;, x) = 71(S) = Z pour i = 1,2 et Iassertion découle du corollaire 3.6.2.2 (ii). O

3.6.3 Applications

On peut recalculer le groupe fondamental du projectif. Détaillons cette nouvelle preuve, qui sera utile pour
calculer le groupe fondamental des surfaces Ny, = P24 4P

Proposition 3.6.3.1. Si z € P2, alors
m(P%2)~Z /27

Démonstration. Heuristique : P? est la réunion d’un ruban de Moebius compact M (quotient de S* x [—1,1]
par antipodie) et d’un disque fermé D le long de leur bord commun 0 M = D =: S ~ S'. Notons C le cercle
central du ruban (le quotient de S* x {0}). On a

7T1(D) =0
m1(S)

1 Z  engendré par « parcourant une fois .S
71 (M)

Z engendré par 8 parcourant une fois C.

Dans M, le lacet « est librement homotope (i.e. sans fixer les extrémités) a un lacet parcourant deux fois
le cercle central C, donc a ~ 2. Si i: m(S) — m (M) est le morphisme induit par l'inclusion, on a donc
i(Z) = 27 < Z et comme N (i(Z)) = i(Z) puisque Z est abélien, on obtient du corollaire 3.2.0.5 que 71 (P?) =
T (M)/i(m1(5)) = Z /2 Z.

e On nettoie maintenant cette idée, en travaillant avec des ouverts et en tenant compte des points base, ce qu’on
a allegrement négligé ci-dessus. On écrit P? comme réunion d’un ruban de Moebius M (ouvert : quotient de
S!x ]—1,1] par antipodie) et d'un disque ouvert D, I'intersection M n D étant un cylindre isomorphe & S! x I.
En effet, P? ~ 82/ ~ ot  ~ —z pour tout z € S%. En notant p : S> — P? la projection (c’est un revétement
de degré 2) et S? = {(z,t) € C x R;|2]? + t? = 1}, on définit

M=S8%>n{-3/4<t<3/4} M =p(M)
D=82n{1/4<t} D = p(D)
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avec M un ruban de Moebius et D un disque (homéomorphe a D via p). L’intersection M n D est homéomorphe
aMAD=82n{1/4<t<3/4} = une couronne (homéomorphe & S'x | — 1,1[).
e Notons S la paralléle S2 x {t = 1/2} et S = p(S) son image dans M ~ D. Fixons € S et soit 2 = p(¥) € S.
Soit y = p(1,0) et soit C' = p({(e®,0); t € [0,7]}) le cercle central du ruban M, c’est 'image d'un demi-cercle
de S? x {0}. On a
m(D,x) =0
m (M nD,x) =7  engendré par a parcourant une fois S

m(M,y) =Z engendré par S parcourant une fois C.

Ecrivons a = po & ol & parcourt une fois le méridien S. Ecrivons 8 = po § ou 3(t) = (e, 0) avec ¢ € [0, 1],
parcourant une moitié de I’équateur. Soit ¥ un chemin de M joignant T a § et soit v = po#. Clairement, 'j*l@ﬁ
est homotope dans M au cercle complet ¢ — (€2 0) avec t € [0, 1], parcourant 1’équateur i.e. au lacet 5(—23).
Composant avec p, on en déduit que v~ 'ay est homotope dans M a 3% (3 parcouru 2 fois). Puisque a engendre
m (M n D, x) et 8 engendre 71 (M, y), cela veut dire que

r(in(1) = 2€ m (M, )
et comme v : m (M, z) — 71 (M, y) est un isomorphisme, on a
is(1) = +2 € 1y (M, 2)
d’ou N = 2Z. On conclut via le corollaire 3.6.2.2 que
m (P x) ~ 1 (M,2)/ N ~Z)27Z.
O

Proposition 3.6.3.2 (7; D'UN TORE PERCE). Soit D c T? = R?/Z? lintérieur d’un disque fermé plongé dans
T? et soit z € dD. (i) On a

71 (T?\D,z) = Z+Z = L(a,b)
et le groupe a deux générateurs. A changement de point base prés, a et b sont les générateurs ([0,1] x {0})/Z

et de ({1} x [0,1])/ Z respectivement.
(ii) Si cv est un lacet générateur sur 0D et i: @D — T?\D Dinclusion, alors

ix([a]) = £aba™'b7! = £[a,b] € 7, (T*\D, z).

Démonstration. (i) Notons p: R? — R?/Z? = T? la projection (c’est un revétement). On a alors que A =
p([0,1] x {0}) est un cercle dans T? ainsi que B = p({0} x [0,1]). Ces deux cercles s’intersectent uniquement
en y := p(0,0), donc A U B est homéomorphe a un bouquet de cercle S* v S'. On va montrer que T?\D a le
type d’homotopie de A U B, dont le groupe fondamental est Z*Z d’apres la proposition 3.6.2.3. Notons que
T? = p([0,1]?). Sans perte de généralité, on peut supposer que D est I'image par p d’un petit disque D < [0, 1]
centré sur le milieu m = (1/2,1/2) du carré. Clairement, [0,1]2\D a le type d’homotopie du bord [0,1]? : on
définit une équivalence d’homotopie

[0.1\D % o0, 1] % [0, 11\D
en posant que 7(z) est l'intersection de la demi-droite issue de m contenant z avec le bord [0, 1]%. Sur le bord,
r = Id, donc roi = Id trivialement et sur ([0, 1]2\D) x [0, 1], 'application (z, s) — H(z,s) = sz+(1—s)7(z) réalise

une homotopie entre i o 7" et I'identité de [0, 1]2\13. Un quotient et une factorisation induisent une équivalence
d’homotopie T>\D — AU B :

[0,1]2\D % 0[0,1]2 - [0,1]?
by P
TA\D /- AuB % T?\D

Sans perte de généralité, on suppose que x € 0D vérifie r(z) = y (en prenant x = p(Z) ou ¥ € 0D est Dintersection
de 0D avec la demi-droite passant par (0,0) issue de m). Ainsi, on a l'isomorphisme

ry: T (T?\D,2) — m (AU B,y) ~ m(S' v S') = L(a,b)

ol a correspond au générateur de 71 (A,y) = Z et b a celui de 71 (B, x) = Z. Si v est le chemin joignant = a y
tel que () = y, il est clair que r(yay~!) = a et r(yby~') = b. Il s’ensuit que 71 (T?\D, z) est engendré par
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vay !

(ii) Notons & le lacet base en T faisant une fois le tour de (95, obtenu en relevant «. On peut supposer que
& tourne dans le sens direct. Il est clair que & est homotope dans [0, 1]2\5, en tant qu’application (sans fixer
les extrémités, ¢a s’appelle une homotopie libre) a4 un lacet parcourant le bord d[0,1]? dans le sens direct.
Composant avec p, cela montre que « est librement homotope dans T? \D & aba='b~1. Si pour étre plus précis
on veut fixer le point base x, on voit que a est homotope a

et yby~1. Si on pose ¢ = yay~! et d = vby~!, on a exactement m (T?\D, z) = L(c, d).

yaba oIy ~ vay Ty T iya T iy Ty Ty T ~ edehd Y

1

en posant ¢ = yay ! et d = yby~!, i.e. on a [a] = cdcT dt = [e, d]. O

Remarque 3.6.3.3. On peut recalculer m; (T2, x) comme on l'a fait pour m (P?) en appliquant le théoréme de
Van Kampen a la décomposition T? = T? \D u D. Comme D est simplement connexe et qu’'on a calculé que
Pimage de (0D, z) ~ Z dans m; (T?\D, z) = L(c,d) est engendré par le commutateur [c,d], on obtient donc

(T2, x) = L(c,d)/ N(cde td™1) = (e, d; ede™rd™1)
qui est le groupe libre abélien & deux générateurs, i.e. VA

On peut maintenant calculer le groupe fondamental de toutes les surfaces ¥, = T2 # - # T2 somme
connexe de g tores. On va considérer dans les arguments ci-dessus des disques ouverts D < ¥, qui seront
I'intérieur de disques fermés D? plongés dans ¥,. En particulier, 0D < ¥, est homéomorphe & S*.

Proposition 3.6.3.4 (GROUPE FONDAMENTAL DE X,). Pour tout entier g > 1 on a les propriétés suivantes.
Soit D < 3, I'intérieur d’un disque fermé plongé dans X, et soit x € 0D.
(i) On a que

wl(Zg\D,x) = L(al, bl, ceey Qg bg)

est un groupe libre & 2g générateurs.
(ii) Si av est un lacet générateur du bord 0D et i: 0D — X,\D linclusion, alors

Z*([a]) = [a1, bl] T [ag, bg] € 7r1(29\Da33)-
(iii) On a enfin
m(Xy) =<a1,b1,...,a4,bg; [a1,b1] -+ [ag, bg])-

Démonstration. On montre (i) et (i) par récurrence sur g. On a déja traité le cas g = 1. Supposons (i) et (ii)
vrais au rang g et considérons une surface X,1. Puisque Xy 1 = X,# T2, elle s’obtient en recollant Y\D; et
T? \Dy sur leur bord dD; ~ ¢D5. On peut donc I'écrire

Ygr1=VinT
ou
Vi~¥%\D;  VaxT?\Dy VinVy=:S=~8"

Soit D < ¥441 un disque ouvert centré sur S (son « centre » appartient & .5). On écrit les deux cercles 0D et S
comme une union d’intervalles :

oD=Lvul, I;jcV; S=I1ulJ I=DnS JnD=@ z=InInlD.

On a alors
Eg+1\D = (V\D) u (V2\D)
=ViuVy
ou
ViaeVy oVi=hLould Vix~Vy, 0Vog=I,uJ V/nVy=..
Comme l'intervalle J est simplement connexe, ’hypothése de récurrence et le théoréme de Van Kampen implique
(en prenant des voisinages ouverts adéquats de VY,V et Vi n V3) que
(Eg+1\D7 ZL‘) = 7T1(V1/a l‘) * 7‘—1(‘/2/’ .”L')
= L(ala bla <.y Qg bg) * L(a’v b)
= L(al, bl, ey ag+1, bg+1)

est un groupe libre & 2g + 2 générateurs, prouvant (i). Maintenant, considérons « un lacet générateur de 0D.
On parameétre I3, I et J comme des chemins de sorte que I1J> ~ a et I;(0) = J(0). Dans ¥441\D, on a alors

LI ~ (I YY) (L)
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deux lacets basés en x, générateurs respectivement de V] ~ 0V; et dVy ~ 0V,. L’hypothése de récurrence
appliquée a V{ et V4 implique

ix([a]) = [T '[J12] = [a1,b1] - - [ag, byl[a, b] = [a1,b1] - - [ag i1, byia]

prouvant (i) au rang g + 1.
On en déduit (iii) en appliquant le théoréme de Van Kampen 3.2.0.4 (i) (en prenant des voisinages ouverts
adéquats) a la réunion

Yg+1 = (Bge1\D)u D

ot D est simplement connexe et I'intersection des deux domaines est dD. Le groupe 71 (0D, ) est engendré par
[@] dont on a calculé en (ii) I'image dans m1(3,41\D), donc

1 (Bg11, ) ~ m(Bg1\D, )/ N (ix([a]))

g+1
= L(alablv s 7ag+17bg+1)/N < H[azabz])

i=1
g+1

:<a17b17--~7ag+1abg+1; H[ambi]>-
i=1

O

On en vient au calcul du groupe fondamental de N, = P?# .- # P2 La preuve de la proposition 3.6.3.1
établit que
m(P?\D) ~ m(S") ~ Z = (a)

et que 'image dans 71 (P?\D) du générateur de 7;(0D) est a. Une preuve par récurrence similaire a celle de
la proposition 3.6.3.4 montre que :

Proposition 3.6.3.5 (71 DES SURFACES Ny). Pour tout A > 1, on a la propriété suivante. Soit D < N}, 'intérieur
d’un disque fermé plongé dans N, et soit z € 0D.
(i) On a que

w1 (Np\D, z) = L(a1, a9, ..., ap)

est un groupe libre & h générateurs.
(i) Si « est un lacet générateur du bord 0D et i: 0D — Np\D linclusion, alors

ix([a]) = ata3---a} € m (N\D, z).

(iii) On a enfin
71 (Np, ) = {a1,az,...,an; ala3---ai).
Corollaire 3.6.3.6. (i) X, et N}, ne sont pas homéomorphes.
(i) Xy =¥y < g=7¢.
(111) Nh >~ Nh/ = h="n.
Démonstration. Rappelons que des espaces homéomorphes ont des groupes fondamentaux isomorphes. Si G est
un groupe, notons G% = G/[G,G] U'abélianisé de G, qui est le groupe abélien obtenu en quotientant G' par
[G, G], le sous-groupe de G engendré par ses commutateurs. Si G est isomorphe a H, alors G est isomorphe

a H*. On a
T(Eg) P ~Zx - xZ=12%

T (Np)® ~ 2"V < Z /27

La deuxiéme égalité résulte de

T1(Np)® ~ ay, ag, ... ap; atal--- a3, [a;,a;] Vi, §)
=~ <(11, a2, ...,0p; (ala2 e ah)27 [aia aj] VZ,]>
~ <bla b27 DI bh7 b}QN [bla b]] v7,,j>
On voit que Wl(Eg)“b n’a pas d’élément d’ordre fini alors que 7 (N},) si, donc ils ne sont pas isomorphes, ce

qui implique (i). Par ailleurs, Z™ n’est isomorphe a Z™ que si n = m : en quotientant Z™ par le sous-groupe
2(Z™) = (2Z)", on obtient (Z /2Z)", de cardinal 2". On en déduit (ii) et (iii). O
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4 Classification des surfaces compactes

Dans ce chapitre on démontre le théoréme 2.3.3.5. Les deux étapes clés sont :

Théoréme 4.0.0.1. Toute surface compacte connexe est le quotient d’un polygone de R? par identification des
cOtés par paires.

Théoréme 4.0.0.2. Tout quotient d’un polygone de R? par identification des cotés par paires est une surface,
homéomorphe & S? ou a4 une somme connexe de tores et de projectifs.

4.1 Quotients de polygones

Définition 4.1.0.1 (POLYGONE). Soit n > 3. Soit P, lenveloppe convexe dans R? des n points {z, =
e2imk/n. f = 1,...,n} de S'. Les z; sont les sommets de P, et les segments ey = |2k, 2r41] (orientés) sont
ses cotés. On dit que P < R? est un polygone a n cotés (n-gone) s’il existe un homéomorphisme f: P, — P
affine sur chaque coté de P,. Les sommets et cotés de P sont images des sommets et cotés de P,.

Etant donné un polygone P, on fixe un homéomorphisme f: P, — P et la numérotation pi,...,p, des
sommets de P ainsi induite (pr = f(z)).

Définition 4.1.0.2 (SYMBOLES). Soit A = {as,aq, ..., a,} un ensemble de lettres distinctes. On appelle symbole
de longueur n I'expression

o= afllafj ~~af:
ot a;; € Aet g; € {—1,1} pour j = 1,...,n. On dit que o est pair si chaque lettre a; apparait deux fois. En

particulier, o est de longueur paire.

En général, on omet 'exposant +1. Par exemple aba~1b~! est un symbole pair sur A = {a, b} et aba=1b~1c
est un symbole (non pair) sur {a, b, c}.

Association polygone-symbole : Etant donné un polygone P & n cotés et un symbole o = afll af; e f::
de longueur n, on lie 0 et P en associant a‘f: au coté [pg, pr+1]- On définit alors une relation d’équivalence ~
sur P comme suit. Un point de Int(P) n’est identifié qu’a lui-méme. On identifie deux cotés e; ~ ey, lorsqu’il
sont associés & une méme lettre, par I'isomorphisme affine :

e qui envoie [p;,pj+1] sur [pg, pr+1] st € = ek ;

e qui envoie [p;,pj+1] sur [prt1,pk] st e; = —ek.

L’identification des cotés se fait donc en respectant le sens horaire lorsque les exposants sont les mémes et en
I'inversant sinon. On note X (P, o) = P/ ~ lespace topologique quotient obtenu (P étant muni de la topologie
induite par R?). Par exemple, X ([0,1]?, aba~'b~") est homéomorphe a T?. On vérifie sans peine que

X(P,o)~ X(P', o)

§’il existe un homéomorphisme P — P’ qui envoie p; sur p} et qui est affine sur les cotés (’homéomorphisme
passe au quotient). La classe d’homéomorphie de X (P, o) ne dépendant que de o, on la notera donc X (o). Sans
hypothése supplémentaire, I’espace quotient X (o) n’est pas nécessairement une surface.

Lemme 4.1.0.3. Si o est pair, X (o) est une surface compacte et connexe.

Démonstration. On donne les idées de la construction. Montrons d’abord que X (o) est localement homéomorphe
a R?. Soit P = Py, tel que X(P,0) = X (o). Notons m: P — P/ ~ la projection et pour tout z € P, notons [z]
sa classe d’équivalence. Il y a 3 cas a considérer : (i) = est intérieur & P, (ii) x est intérieur a un coté, (iii) x est
un sommet.

(i) Si z € Int(P), il existe un voisinage ouvert U de = dans R? tel que U c P. Comme U n 0P = @, application
m: U — 7(U) est un homéomorphisme, d’ou la conclusion.

(ii) Supposons z intérieur & un coté e de P. Il existe un unique autre coté e’ ~ e, donc [z] = {x1, 22} ot & = 24
et x9 € ¢/. En posant D; = B(x;,e) n P pour € > 0, alors (D u D3) est un voisinage de [z]. Comme e ~ €/, il
existe clairement des homéomorphismes affines

hll D1 — 8(076) N (R+ X R)
hs: Dy — B(0,e) n (R_- xR)
tel que hi(z) = ho(z) si et seulement si z ~ 2’. L’application h: D1 u Dy — B(0,¢) égale a h; sur D; est

surjective continue ouverte et se factorise au quotient en un homéomorphisme d’un voisinage de [x] sur B(0, ).
(iii) Si = est un sommet, alors [z] = {z1,..., 2z}, des sommets.
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e Supposons d’abord que [x] = {z1}. Cela n’arrive que si les 2 cotés de part et d’autre de z; sont labélisés
aa~! ou a~la. Dans ce cas, on peut trouver un voisinage U de z dans P homéomorphe & V = [0,0) x R et oul
(0,) ~ (0, —y) pour tout y € R (le point  correspond & (0,0)). Le quotient de V est homéomorphe a R?, d’on
la conclusion.

e Supposons maintenant [z] = {z1,...,zr} ot k = 2. Aucun des x; n’appartient alors a des cotés labélisés aa™
ou a~'a. Pour & > 0 petit, posons A; = B(z;,¢) n P. C’est une portion de secteur angulaire délimité par les deux

1

k
cOtés contenant x;. Le quotient 7r( U Ai) est un voisinage de [z]. Soient By, Ba, ..., By des secteurs angulaires
i=1
de B(0,¢) d’angles 27/k, numérotés dans le sens horaire, dont la réunion est B(0, ). Aprés renumérotation des
x;, on va définir des homéomorphismes h;: A; — B; compatibles avec ~, ce qui induira par factorisation un

homéomorphisme de (| 4;) — B(0,¢).

On part de 1 = & = p; et on appelle ¢1 = [p;i—1,p:] et ¢ = [ps, pit1] les deux cotés bordant A;. On se donne
un homéomorphisme affine hy: A; — B; envoyant ¢; n Ay sur By n By. Comme le symbole est pair, il existe un
unique j (modn) tel que ¢; est équivalent & [p;, pj+1] ou [pj+1,p;]. On appelle ¢] ce coté [p;, pj+1] ou [pj+1,p;]
et 2o lextrémité équivalente & x1. Comme on suppose k = 2, on a x2 # 21 (sinon [z] = {z1}). Le secteur A
contenant xo est bordé par ¢} et par un autre coté qu’on appelle By n Bs. Par construction, hy(z) = ho(2') si
c1 3z~ 2 €. On itére la construction. Ayant défini x; et deux cotés ¢;_;,¢; de A;, on définit ¢, comme coté
équivalent & ¢;, z;11 € ¢} est Uextrémité équivalente a x;, ¢;11 est l'autre coté de A; 1. On a ;41 # 21,...,3;
car le symbole est pair, donc ¢; ne peut pas étre un des cotés déja appariés c1,ci, ca,¢h, ..., ¢i—1,¢_;. La
construction se termine aprés j itérations avec (c;_l,a:j,cj) lorsque ¢; ~ c¢f. Nécessairement, j = k et on a
parcouru tous les points de [z] : si un point 2’ € [z] était manqué, comme la construction a produit des paires
de cotés appariés et que le symbole est pair, il ne serait plus possible de passer de ' & x via des identifications
de coté. A la fin, on définit hy(Ay) = By, hi(2) = hi(2') si ¢k 3 2 ~ 2’ € ¢}y, ce qui permet de boucler la boucle.
On montre que le quotient est séparé, étant donné [z] # [2'] et € > 0 assez petit pour que

( U B(xi,e)) m( U B(a:;,g)> =o.

zi€[x] zie[z’]

C’est facile car les classes d’équivalence sont finies. Pour € > 0 assez petit, I'intersection avec P de chaque union
est saturée, donc I'image est un voisinage ouvert de [z], d’on la conclusion. Il s’ensuit que X (o) est compacte
comme image continue d’un compact dans un séparé. C’est donc une surface compacte. Elle est connexe comme
image continue d’un connexe. O

Cela prouve la premiére partie du théoréme 4.0.0.2. Quelques exemples :
X(aba ') =T? X(abab™') = K®> X(aa '0b7') =8? X(aabb™!) = P?.

Dans le cas de S? et P2, on a envie de supprimer le bb~! qui ne semble pas fondamental. On peut le faire en
étendant la définition 4.1.0.1 pour disposer d’un polygone a deux cotés : on décide que P, = D? < C (le disque
unité fermé), ses deux « sommets » sont p; = 1 et po = ¢ et donc ses deux cotés sont les arcs de cercle supérieur
e1 = (p1p2) = {z € St; Im(2) = 0} et inférieur e5 = (pap1) = {2z € S!; Im(z) < 0}. Si le symbole est aa™*, on
identifie tout z € e; avec son conjugué Z i.e. on quotiente 0 D* par symétrie d’axe les réels. On obtient bien
X(aa~') = S2. Si le symbole est aa, on identifie tout z € e; avec —z € ey i.e. on quotiente o D? par I'antipodie.
On obtient bien X (aa) = P?.

4.2 Classification : opérations sur les symboles

On travaille sur les surfaces X (o). On va simplifier le symbole par certaines opérations pour se ramener a
des formes simples.
4.2.1 Symbole et somme connexe

On commence par une formule magique de simplicité :

Proposition 4.2.1.1. Si 01, 05 sont deux symboles pairs sur des alphabets disjoints, alors
X(0102) = X(01)#X (02).

Démonstration. Soit n; € N avec i = 1,2 la longueur de o;. Soit P; un polygone a n; cotés tel que X(P;,0;) €
X (o). En ajoutant un coté supplémentaire & P; entre p,, et pi, on obtient un polygone P & (n; + 1) cotés
auquel on associe o] = o1c ol ¢ n’appartient pas aux alphabets de o1, 02. Ainsi, X (P], 0]) est homéomorphe
a X(o1)\D1 ou D1 < X(o1) est Uintérieur d’un disque plongé. En effet, le bord dD; est 'image du coté
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supplémentaire p,, 11p;1 labelisé ¢ et la preuve du lemme 4.1.0.3 montre que p,, 11 ~ p1. De méme, soit Py un
polygone & (ng + 1) cotés auquel on associe o = ¢ Log. En outre, X (P4, db) est homéomorphe & X (02)\ D2 ol
Dy = X (01) est I'intérieur d'un disque plongé et 0D, est I'image du coté supplémentaire labélisé ¢~1. L’espace
quotient obtenu en identifiant les bords 0D ~ 0D3 est X (o1)#X (02). Soit P’ le polygone obtenu en recollant
P| et P} lelong de cc™!, il est muni naturellement du symbole o1 05. L’application continue adéquate se factorise
en un homéomorphisme X (01)#X (02) — X(0102).

-1

PPy —exc P~ P/~ € X(0102)
L
(X (o1)\D1) [1(X(02)\D2) <
0D1~0D2
X(o1)#X(02)

4.2.2 Simplification de symboles
Définition 4.2.2.1. On dit que deux symboles o, ¢’ sont équivalents si X (o) = X (o).

C’est évidemment une relation d’équivalence. On note o ~ ¢’ la relation. On va opérer sur les symboles un
certain nombre de manipulations/simplifications qui respectent ~. Pour certaines c’est trivial a vérifier :
e Echange de lettre : (siles o; ne contiennent ni a, ni b)

01a502a5/03 ~ UleO'QbEIO'g. (4.1)
e Permutation d’orientation :
01@80205/03 ~ Ula_EO'QG,_E/Ug. (42)
e Permutation circulaire :
agiagz; - agl ~ag - agag). (4.3)
o Inversion :
afllaf; af: ~ ai_kEk ...a;52a;151' (4.4)

Les simplifications suivantes sont moins triviales :

Proposition 4.2.2.2. Soient A, B deux symboles tel que AB est pair, non vide (A ou B peut étre vide) et ne
contient pas la lettre a, alors on a :
(i) (Simplification des aa™1)

Aaa™'B ~ AB. (4.5)
(ii) (Regroupement des aa)
aAaB ~ aaAB™!. (4.6)
(iii) (Inversion des bbcc)
aabbce ~ aabeb™ et (4.7

(iv) (Regroupement des aba='b~1) Soit A, B,C, D des symboles tels que ABCD est pair, non vide (4, B, C ou
D peut étre vide) et ne contient pas a, b, alors

aAbBa"*Cb™'D ~ aba b~ *DCBA. (4.8)

Remarque 4.2.2.3. (1) Un cas particulier de (ii) est abab™! ~ aabb. En effet, comme X (aabb) = X (aa)#X (bb),
cela équivaut & K2 ~ P? # P?. Dans le cas général, cela dit que X(aAaB) = P2 #X(AB™Y).

(2) La formule (4.7) équivaut a P? # P2 # P? ~ P? 4 T?.

(3) La formule (4.8) dit que X (aAbBa~'Cb~'D) = T*#X(DCBA).

Démonstration. (i) Par permutation circulaire et comme S? est le neutre de la somme connexe (cf. proposition
2.3.3.3), on a
X(Aaa™'B) = X(aa 'BA) = X(aa " )#X(BA) = S’#X(BA) = X(BA) = X(AB)

donc Aaa'B ~ AB.

Voici une autre preuve. Soit P un polygone associé¢ & Aaa~'B et P’ un polygone associ¢ & AB. On se donne
f: P — P’ continue, affine sur les cotés (compatible avec les relations d’équivalence) qui envoie a et a~! sur
un méme segment f(a) dans P’ et est un homéomorphisme de P\{a,a~'} sur P’\f(a). Ainsi, p o f passe au
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quotient en un homéomorphisme P/ ~— P’/ ~.

(ii) Si A ou B est vide, c’est trivial, supposons qu’ils ne le sont pas. Soit P un polygone associé a aAaB.
Soit pipi+1 et p;jpj+1 les cotés (disjoints) labélisés a. En découpant P le long d’un segment ¢ joignant p;4q &
pj+1, on obtient un polygone P; associé¢ & acB (P contient p;) et un polygone P associé¢ a Aac™'. Soit P’
le polygone obtenu en recollant le long de a le polygone P; et le symétrique de P> par rapport a p;pj+1. On
a alors que P’ est associé & ccBA™!. En considérant les applications adéquates de P, [ [ P> vers P et vers P/,
prolongées vers X (P, aAaB) et X (P’,ccBA™1), on obtient par factorisation un homéomorphisme X (P, aAaB) ~
X (P',ccBA™1), donc aAaB ~ ccBA~!. Ensuite

X(ccBA™Y) = X(co)#X(BA™Y) = X(aa)#X(AB™') = X(aaAB™")

en utilisant (4.1) et (4.4), d’ou la conclusion.
(iii) Montrons

aabeh™ ¢! ~ aabeb ¢ (4.9)

soit P2 # T? ~ P2 # K?. Le résultat en découlera car K2 ~ P2# P2, On a

aabchb™ e = aa(be)(cb) ™

~ a(bc)a(ch) par (4.6
~ cacbab par permutation circulaire (4.3)
~ cca(bab) ™" par (4.6)

2

ccab™ta™ b ~ aabcb™'c  par échange de lettre (4.1) et d’orientation (4.2).

(iv) Soit P un polygone labélisé par aAbBa~'Cbhb~'D. On découpe P le long d'un segment c joignant deux
sommets initiaux de b et on recolle les deux morceaux le long de a en un polygone P’. On découpe a nouveau
P’ le long d’un segment d joignant deux extrémités opposés de ¢ et on recolle les deux morceaux le long de b
pour obtenir un polygone P” équivalent & P. On obtient

o ~d tede ' DCBA ~ aba 'b"'DCBA.
O

On peut maintenant classifier. On dit qu’un symbole pair o contient un projectif s’il contient une lettre
apparaissant deux fois avec le méme exposant. A permutation circulaire et changement d’orientation prés, il est
de la forme aAaB ou AB est pair et ne contient pas a.

L ou & un des

Théoréme 4.2.2.4 (CLASSIFICATION). Si o est un symbole pair, alors o est équivalent a aa™
symboles suivants :

(i) a1ajazas - - - apay, si o contient un projectif;

(ii) a1biay 'by tasboay thy !t - - agbgay, byt sinon.

Par conséquent, X (o) est S?, N}, (somme connexe de h projectifs) ou X, (somme connexe de g tores).

Tout d’abord, énoncons et démontrons un lemme.

Lemme 4.2.2.5 (REDUCTION DES CLASSES DE SOMMETS). (). Si o est un symbole pair, alors il existe o’ ~ o
vérifiant :

(i) [o'] < lol;

(ii) o’ n’a qu’une classe d’équivalence de sommets;

(iii) o’ contient un projectif si et seulement si o contient un projectif.

Démonstration. Par application de (4.5), on peut supposer que o ne contient pas de aa~!. Supposons que le
polygone P associé & o admette deux classes d’équivalence de sommets au moins [p] et [¢]. Elles sont de cardinal
> 2 car la seule configuration ol un sommet n’est équivalent qu’a lui méme est le sommet milieu de aa™", ce
qu’on a supprimé. On peut supposer que p = p; et ¢ = p;1+1 sont sur un méme coté (quitte a changer de classe
d’équivalence), labélisé¢ par a. Soit b la lettre sur 7p := p;_1p. Ainsi, b # a sinon p ~ g et b # a~! puisqu’on a
supprimé les aa™!. En outre, p;_1p est équivalent a un coté p;p;4+1 différent de pg. On découpe P le long du
segment ¢ = rq et on recolle rq sur p;p;+1, directement si pjp;1 est labélisé b=, aprés symétrie le long de b
si pjpj+1 est labélisé b. Ainsi, partant de baAb~' B, on obtient ¢/ = cAac™!'B; partant de baAbB on obtient
o' = cAca™'B. On a ¢’ ~ o, la classe d’équivalence [p] diminue d’une unité et [¢] augmente d'une unité. On
réitere la procédure ci-dessus (incluant des simplifications éventuelles des dd~! par (4.5)) de diminution de [p]
d’une unité et augmentation d’une autre classe d’une unité jusqu’a la disparition de [p]. On réiteére le tout tant
qu’il reste plusieurs classes d’équivalence. O
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Démonstration du théoréeme 4.2.2.4. On procéde par récurrence sur la longueur de o. Soit o un symbole pair.
Si |o| = 2 ou 4, la conclusion est vraie. Supposons la conclusion vraie pour les symboles de longueur £ > 4. Soit
o de longueur ¢ + 2.

ler cas : o contient un projectif i.e. o ~ aAaB. D’aprés (4.6),

o~ aaAB™! = aac’ lo’| = |o| — 2

On utilise I’hypothése de récurrence.
e Sig' ~bb~1, alors o ~ aa.
e Si o' ~ajay - -agay, alors o ~ aaayay - - - agag, donc (i) est satisfait.
e Sinon, ¢/ ~ 11Ty --- T ou T; = aibiajlbjl.
Par application de (4.7), on peut remplacer un projectif et un tore par trois projectifs. En notant A; = u;u;,
on obtient par itération
o~ aaoc’ = aayTy- Ty
~ A1A2A3T2 s Tk
~ A1 A A3 Ay AsTs - - - Ty

~ A1A2 U A2k+1

vérifiant (i) et terminant la récurrence.
2e cas : ¢ ne contient pas de projectif. Il est de la forme aAa='B ot AB est pair, non vide et ne contient pas
de projectif. Montrons que

o~ aba b0’ lo'| = |o| — 4 (4.10)

ol ¢’ ne contient pas de projectif et la conclusion en découlera par récurrence. Avant de procéder, on simplifie
d’abord le symbole pour que le polygone associé n’ait qu’une classe de sommets. Il peut en effet en avoir
plusieurs. Par exemple

o=aa b e lgec g dd e

enaf.
On en vient & (4.10). Soit ¢ = aAa~'B. Aprés application du lemme 4.2.2.5, on suppose qu’il n’y a qu’une
classe d’équivalence de sommets. Montrons qu’il existe be A et b~ € B i.e.

J:a...b...a ...bil...

et on conclut alors grace a (4.8). Si les cotés de P labélisés par A sont stables pour la relation d’équivalence,
ceux marqués par B aussi et il y a plusieurs classes d’équivalence de sommets, contrairement a ’hypothése. Il
s’ensuit qu’un coté de P labélisé dans A est équivalent & un co6té de P labélisé dans B au moins. Comme o ne
contient pas de projectif, il existe donc b € A tel que b~ € B. Ceci termine la preuve du théoréme 4.2.2.4 et
conclut celle du théoréme 4.0.0.2. O

Corollaire 4.2.2.6 (CALCUL DU 7). Si o est un symbole de longueur 2/ ne comportant qu'une classe de
sommets, alors

m(X(0)) =<a1,...,as; o).

Démonstration. Soit P un polygone associé a ¢ et D < P l'intérieur d’un disque fermé plongé dans l'intérieur
de P, alors D se plonge dans S = X (P,o0). On applique le théoréme de Van Kampen & la décomposition
S = S\D u D. Notons p: P — S la projection. L’équivalence d’homotopie P\D — JP passe au quotient et se

factorise en une équivalence d’homotopie S\D — p(éD) = \/(S!) un bouquet de ¢ cercles. Ainsi, m (S\D) =
‘
L(ay,...,ap) le groupe libre & ¢ générateurs. Le générateur a; correspond au lacet p(a;) < S image du coté

labélisé a;. Comme D est simplement connexe, on sait que
m1(8) = m(S\D)/ N (ix([a]))

ou [a] est un générateur de 71 (0D). Dans P\D, on voit que « est librement homotope au générateur de 0P,
i.e. £o (vu comme chemin) ce qui veut dire en projetant que le générateur de 0D est librement homotope dans
S\D a ¢ (vu comme produit de lacets), d’ou 71 (S) = <{ay,...,as o). O

4.3 Toute surface connexe est quotient de P

Dans cette section on prouve le théoréme 4.0.0.1 qui affirme que tout surface compacte connexe est le quotient
d’un polygone par identification des cotés par paires. Cela repose sur un résultat non trivial de Radé que nous
ne feront que citer.
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4.3.1 Triangulations

Définition 4.3.1.1 (TRIANGULATION). Une triangulation (finie) d’un espace topologique X est la donnée d’une
famille 7 = {Ty,...,Tn} de fermés recouvrant X et d’homéomorphismes ¢;: P; — T}, ou chaque P; c R? est
un polygone a 3 cotés (i.e. un triangle non plat). Les T; sont appelés triangles, les images des sommets et cotés
des P; sont les sommets et cotés des T;. On demande de plus que pour tout ¢ # j, 'un des points suivant soit
vérifié :

o T, nT; est vide;

e T; n'Tj est un sommet ;

o T; nT; est un cotés de T; et de T}.

On peut supposer de plus que sur chaque coté commun e = T; N T}, la composée d)jgbi_l est affine entre les
cotés de P; et P; correspondants. On utilise souvent le terme arétes pour désigner les cotés de la triangulation.
On admettra :

Théoréme 4.3.1.2 (RADO, 1925). Toute surface compacte admet une triangulation.
Une triangulation de surface a la propriété suivante :

Proposition 4.3.1.3. Soit 7 une triangulation d’une surface. Chaque aréte de 7 est alors le coté de 2 triangles
exactement.

C’est clairement faux pour une triangulation d’une réunion de plans (R? x{0}) u ({0} x R?) mais celui-ci
n’est pas localement homéomorphe a R?, qui est la propriété clé.
Avant de démontrer la proposition précédente, énongons et démontrons deux lemmes.

Lemme 4.3.1.4 (UN DEMI-PLAN FERME N’EST PAS LOCALEMENT HOMEOMORPHE A R?). Précisément, soit
A = {z € C; z = 0}, alors aucun point de dA n’admet de voisinage homéomorphe a R

Démonstration. On procéde par contradiction. Supposons que a € 0A admette un voisinage U < A homéo-
morphe a R?. Soit f: U — R? un homéomorphisme tel que f(a) = 0. Pour € > 0 assez petit, V := B(a,e) n A
U. Clairement, V\{a} est étoilé (depuis a + i/2) donc simplement connexe. Soit W = f(V) < R?, c’est un
voisinage de 0 et W\{0} = f(V\{a}) est simplement connexe. Ceci est impossible. Pour r > 0 assez petit,
B := B(0,r) V' est également un voisinage de 0 mais B\{0} n’est pas simplement connexe : il a le type
d’homotopie de S!. L’inclusion et Papplication r: W\{0} — B\{0} définie par 7(2) = 2r~! pour |z| > r et
r(z) =zsi|z|<r
B\{0} 5 W\{0} " B\[0}

induisent les morphismes

m(B\{0},2) 5 m(W\{0},o) 5 m(B\{0},x)

Z S 0 LS z
ol iy est injectif (car ry ody = (roi)y = (Id)yx = Id) ce qui est absurde. O

Lemme 4.3.1.5. La réunion de plans A = (R? x{0}) u ({0} x R?) n’est pas localement homéomorphe a R?.
Précisément, si a € (R? x{0}) n ({0} x R?), alors aucun voisinage de a n’est homéomorphe a R?.

Démonstration. On procéde par contradiction. Soit U ¢ A un voisinage de a homéomorphe a R%. Sans perte
de généralité, on suppose a = 0. Notons de suite que U\{0} a le type d’homotopie de R? moins un point i.e. de
S!, donc que 7 (U\{0},b) = Z pour tout point base b. Soit ¢ > 0 assez petit pour que B := B(0,¢) n A < U.
On affirme que B\{0} a le type d’homotopie de S U J oul J est un intervalle attaché 4 S! en deux points. En
effet, St U J = 5(0,e) n A ou léquivalence d’homotopie est donnée par h: B\{0} — S(0,e) n A définie par
h(z) = ex|z|~! (la réciproque est I'inclusion). I s’ensuit que 71 (B\{0},b) = Z = Z (ce qu’on voit par Van Kampen
appliqué & S' UJ vu comme réunion de 2 cercles s’intersectant sur 'intervalle .J). Considérant r: U\{0} — B\{0}
définie par r(z) = x si |z| < ¢ et r(z) = ex|z|~! sinon,

B\{0} — U\{0} — B\{0}
on obtient les morphismes

m(B\{0},0) % m(U\0},b) 5 m(B\{0},0)
Z+7 LN Z BLN Z+7

ol iy est injectif (car 74 0iy = (roi)y = (Id)x = Id). Comme Z est abélien et Z * Z ne l’est pas c’est absurde. O
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Démonstration de la proposition 4.3.1.3. Soit T une triangulation d’une surface S et soit e une aréte de T, par
définition e est le coté d'un T; € T.

(i) Montrons d’abord qu’il existe T; # T; tel que e = T; n Tj. Le point essentiel est le lemme 4.3.1.4. Etant
donné P ¢ R? un triangle et a € 0P n’étant pas un sommet, tout voisinage U (assez petit) de a dans P est
homéomorphe & un voisinage d’un point de 0A et par conséquent n’est pas homéomorphe a R2. Soit f: P — T}
un homéomorphisme et b € 0T qui n’est pas un sommet. Montrons que pour tout voisinage U de b dans 5,
U rencontre S\T. Clairement, on peut supposer U arbitrairement petit. Comme S est une surface, on peut
également supposer que U est homéomorphe a R?. Néanmoins, U n’est pas inclus dans 7', sinon f ~Y(U) serait
un voisinage de @ dans P homéomorphe a R?, ce que le lemme interdit. Puisque 7 recouvre S, une suite de
points de S\T;, convergeant vers b, doit étre contenu dans un triangle T et T; N T; = e.

(ii) Montrons maintenant que T est unique. Le point clé est le lemme 4.3.1.5. Comme dans la preuve du lemme,
on montrerait de méme qu’une union de k plans Aq, Ao, ..., A s’intersectant sur une droite commune A n’est
pas localement homéomorphe a R?, en chaque point de A. L’ensemble B\{0} dans la preuve du lemme aurait
le type d’homotopie d’un bouquet de k cercles.

Maintenant, si des triangles 71,75, ..., T de S, avec k > 3, avaient un c6té commun J, on aurait un voisinage

dans S d’un point de § & la fois homéomorphe a R? et & un voisinage dans | JA; d’un point de A ci-dessus et
i
on vient de voir que c’est impossible. Ceci conclut la preuve de la proposition. O

4.3.2 Preuve du théoréme

On montre le théoréme 4.0.0.1.

Démonstration. Soit S une surface compacte connexe. On se donne une triangulation 77, ...,TxN de S, fournie

par le théoréme de Rado 4.3.1.2. Avec ces derniers, viennent les homéomorphismes ¢;: P; — T; ou les P; sont

des triangles de R?. On peut supposer les P; disjoints dans R? et ainsi définir ¢: \JP; — S continue par ¢ = ¢;
i

sur P;. La relation d’équivalence ~ sur | JP; induite par ¢ (x ~ y si ¢(z) = ¢(y)) correspond a identifier un

coté de P; & un de coté de P; si leur imaée par ¢ est un coté commun 7; N T;. L’identification des cotés se fait
donc par paires d’aprés la proposition 4.3.1.3. On construit maintenant un polygone P a partir des P;. Via un
isomorphisme affine, on déplace P; dans la boule unité, positionnant ses 3 sommets sur S'. On appelle encore
Py le nouveau triangle. On choisit un coté e de P;, il est équivalent au coté ¢’ d’un certain P;. On déplace P;
par un isomorphisme affine pour que e = ¢/ = P, n P; et que le dernier sommet de P; soit sur S'. On obtient
un polygone avec ses sommets sur S'. On itére : on choisit un c6té du polygone et on y recolle le triangle
correspondant par un isomorphisme affine, obtenant un nouveau polygone. Comme la surface est connexe, on
obtient aprés IV étapes un polygone P qui contient tous les P;. Identifiant les cotés de P par paires selon ~, on
obtient S. Ceci conclut la preuve du théoréme 4.0.0.2 et du théoréme de classifications des surfaces compactes
2.3.3.5. O
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